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Oznaczenia

Akronimy :

IMW – Impulsowa Macierz Wp lywu

MDW – Metoda Dystorsji Wirtualnych

MES – Metoda Elementów Skończonych

MIDW – Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych

MRS – Metoda Różnic Skończonych

Oznaczenia :

ˆ – w przypadku odkszta lceń, np.: ε̂, oznacza dystorsję wirtualną (wstępną deformację);

w przypadku parametrów konstrukcyjnych, np.: Â, b̂, Ê, oznacza ich zmodyfikowaną

wartość (przy czym modyfikacje tych parametrów, Â/A, b̂/b, Ê/E, można modelować

wirtualnie za pomocą dystorsji); w przypadku uogólnionych si l węz lowych lub wektorów

si l węz lowych, np.: N̂ , Q̂(e), Q̂, oznacza obciążenia kompensacyjne dla dystorsji
L

– oznacza liniową część danej wielkości (odkszta lceń lub si l wewnętrznych) – tj. pochodzącą

od obciążenia zewnętrznego
R

– oznacza rezydualną część, czyli będącą wynikiem wstępnego wirtualnego sprężenia dystor-

sjami modelującymi modyfikacje ustroju
M

– oznacza wielkości otrzymane z pomiarów doświadczalnych
(e) – oznacza wielkości związane z elementem skończonym – w przypadku wielkości wektoro-

wych określone w lokalnym uk ladzie odniesienia elementu

Indeksy :

e – indeksuje elementy skończone

α – indeksuje funkcje odpowiedzi (funkcje przej́scia) oraz sk ladowe wektora funkcji odpowiedzi

(funkcji przej́scia)

i, j – zwykle i, j ∈ D – wtedy indeksuje dystorsje, odkszta lcenia, si ly wewnętrzne, wspó lczyn-

niki sztywności (itp.) w lokalizacjach dystorsyjnych

p, q – indeksuje lokalizacje dystorsyjne, w których występuje niezerowa dystorsja, a więc

wspó lczynnik sztywności ulega zmianie: µp 6= 1 (p, q ∈ DN )

z – indeksuje lokalizacje dystorsyjne, w których dystorsja jest zerowa, a więc nie ma zmiany

wspó lczynnika sztywności: µz = 1 (z ∈ DZ)

t, τ – indeksuje chwile w dyskretnej przestrzeni czasu (nawet wtedy jednak, umieszczany zwy-

kle jak parametr – patrz przypis 25, str. 91)

7



8 Oznaczenia

D – zbiór wszystkich lokalizacji dystorsyjnych

DN = {i ∈ D : µi 6= 1} – zbiór lokalizacji dystorsyjnych, w których występuje niezerowa dys-

torsja, a więc wspó lczynnik sztywności ulega modyfikacji (wirtualnie)

DZ = {i ∈ D : µi = 1} – zbiór lokalizacji dystorsyjnych, w których dystorsja jest zerowa,

a więc nie ma zmiany wspó lczynnika sztywności

T – zbiór chwil w dyskretnej przestrzeni czasu

Pozosta le symbole :

δij – symbol Kroneckera (δij = 1 dla i = j, δij = 0 dla i 6= j)

q – wektor uogólnionych przemieszczeń konstrukcji dyskretnej

Q – wektor uogólnionych si l węz lowych konstrukcji dyskretnej

Q̂ – wektor dystorsyjnego obciążenia węz lowego konstrukcji dyskretnej kompensacyjnego dla

określonej dystorsji wirtualnej

K – globalna macierz sztywności konstrukcji

M – globalna macierz bezw ladności konstrukcji (macierz mas)

C – globalna macierz t lumienia konstrukcji

ε =
[
εi

]
– wektor uogólnionych odkszta lceń konstrukcji dyskretnej

εi – odkszta lcenie uogólnione konstrukcji dyskretnej (ca lkowite odkszta lcenie w lokalizacji dys-

torsyjnej i ∈ D)
L
εi – liniowa część odkszta lcenia uogólnionego konstrukcji dyskretnej, a więc pochodząca od

obciążenia zewnętrznego
R
εi – rezydualna część odkszta lcenia uogólnionego konstrukcji, czyli będąca wynikiem wstępne-

go wirtualnego sprężenia dystorsjami

ε̂ =
[
ε̂i

]
– wektor dystorsji (w konstrukcji dyskretnej)

ε̂i – dystorsja wirtualna (w konstrukcji dyskretnej)

S =
[
Si

]
– wektor (w laściwych) si l wewnętrznych konstrukcji dyskretnej

Si – si la wewnętrzna (w konstrukcji dyskretnej)
L

Si – liniowa część si ly wewnętrznej (w konstrukcji dyskretnej), a więc pochodząca od obciąże-

nia zewnętrznego
R

Si – rezydualna część si ly wewnętrznej (w konstrukcji dyskretnej), czyli będąca wynikiem

wstępnego wirtualnego sprężenia dystorsjami

D =
[
Dij

]
– odkszta lceniowa macierz wp lywu

Dij – sk ladowe odkszta lceniowej macierzy wp lywu

D̆ =
[
D̆αi

]
– ogólna macierz wp lywu (macierz odpowiedzi)

D̆αi – sk ladowe ogólnej macierzy wp lywu

f =
[
fα

]
– wektor funkcji odpowiedzi (wektorowa funkcja odpowiedzi)

fα – funkcje odpowiedzi (sk ladowe wektora funkcji odpowiedzi)
L

fα – liniowa część odpowiedzi ustroju, a więc pochodząca od obciążenia zewnętrznego
R

fα – rezydualna część odpowiedzi ustroju, czyli będąca wynikiem wstępnego wirtualnego sprę-

żenia dystorsjami

Aij = δij − (1 − µi)Dij – macierz g lówna dla uk ladów równań w algorytmach MDW
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p =
[
ps

]
– wektor parametrów konstrukcyjnych

ps, p̂s – parametr konstrukcyjny i jego zmodyfikowana wartość

λ =
[
λs

]
– wektor modyfikacji parametrów konstrukcyjnych

λs = p̂s

ps
– modyfikacja parametru konstrukcyjnego (Uwaga : wyjątkowo w podrozdziale 3.6

symbol λ wykorzystywany jest w zupe lnie innym celu – do oznaczenia wartości w lasnych

macierzy sztywności elementu skończonego)

ki, k̂i – wspó lczynnik sztywności oraz jego zmodyfikowana wartość

µi = k̂i

ki
– parametr zmiany wspó lczynnika sztywności

µ =
[
µi

]
– wektor zmiany sztywności

kEA = EA – wspó lczynnik sztywności pod lużnej pręta

kEJ = EJz – wspó lczynnik sztywności zgięciowej (krzywiznowej) belki

µEA = k̂EA

kEA
– parametr zmiany wspó lczynnika sztywności pod lużnej

µEJ = k̂EJ

kEJ
– parametr zmiany wspó lczynnika sztywności zgięciowej

E, ν, G = E
2(1+ν) – modu l Younga, liczba Poissona oraz modu l Kirchhoffa dla izotropowego

materia lu sprężystego

b, h – szerokośc i wysokość prostokątnego przekroju poprzecznego

A – pole przekroju poprzecznego pręta

Jz – moment bezw ladności pola przekroju poprzecznego pręta

βy – bezwymiarowa charakterystyka kszta ltu przekroju poprzecznego pręta

L – d lugość elementu prętowego

nx, ty, mz – obciążenia zewnętrzne dzia lające na jednostkę d lugości belki p laskiej – odpowied-

nio: si la pod lużna, si la poprzeczna oraz moment zginający (w p laszczyźnie z = const)

Nx, Ty, Mz – uogólnione si ly przekrojowe belki p laskiej – odpowiednio: si la pod lużna, si la

poprzeczna oraz moment zginający belkę (w p laszczyźnie z = const)

u, w, ϕz – uogólnione przemieszczenia osi belki – odpowiednio: przemieszczenia poziome i pio-

nowe oraz kąt obrotu w p laszczyźnie belki

ǫx, ρy, κz – uogólnione odkszta lcenia belki – odpowiednio: odkszta lcenie pod lużne (wyd lużenie

osi pręta), odkszta lcenia postaciowe (uśredniony kąt odkszta lcenia postaciowego) oraz

odkszta lcenia zgięciowe (krzywizna osi pręta)

ǫ – wektor uogólnionych odkszta lceń – dla belki p laskiej: ǫ =
[
ǫx ρy κz

]T
lub

[
ǫx κz

]T

ǫ̂ – wektor uogólnionych dystorsji “punktowych” (tj. w continuum, w punkcie elemen-

tu strukturalnego, a nie w elemencie skończonym) – dla belki p laskiej: ǫ̂ =
[
ǫ̂x ρ̂y κ̂z

]T
lub

[
ǫ̂x κ̂z

]T

q(e) – wektor uogólnionych przemieszczeń węz lowych elementu skończonego – dla elementu

ramy p laskiej: q(e) =
[
u1 w1 ϕ1 u2 w2 ϕ2

]T

Q(e) – wektor uogólnionych si l węz lowych elementu skończonego – dla elementu ramy p laskiej:

Q(e) =
[
N1 T1 M1 N2 T2 M2

]T

K(e), M(e), C(e) – macierze: sztywności, bezw ladności i t lumienia elementu skończonego

u(e)(x) – funkcja wektorowa pola przemieszczeń elementu skończonego – dla elementu ramy

p laskiej: u(e)(x) =
[
u(e)(x) w(e)(x) ϕ

(e)
z (x)

]T

N(e)(x) – macierz funkcji kszta ltu elementu skończonego
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Nuu1(x), . . . , Nϕϕ2(x) – funkcje kszta ltu elementu skończonego ramy p laskiej

ǫ(e)(x) – funkcja wektorowa pola odkszta lceń elementu skończonego – dla elementu ramy p la-

skiej: ǫ(e)(x) =
[
ǫ
(e)
x (x) ρ

(e)
y (x) κ

(e)
z (x)

]T
lub

[
ǫ
(e)
x (x) κ

(e)
z (x)

]T

B(e)(x) – macierz pochodnych funkcji kszta ltu elementu skończonego (tzw. macierz odkszta l-

cenie-przemieszczenie)

ξ = 2x
L − 1 – wspó lrzędna bezwymiarowa parametryzująca element skończony ramy p laskiej

ε(e) – wektor parametrów deformacji elementu skończonego – dla elementu ramy p laskiej:

ε(e) =
[
ε

(e)
x κ

(e)
z χ

(e)
z

]T

ε
(e)
x , κ

(e)
z , χ

(e)
z – parametry deformacji elementu skończonego ramy p laskiej – odpowiednio:

parametr odkszta lcenia pod lużnego oraz parametry deformacji zgięciowej (krzywiznowej)

czystego zginania i zginania antysymetrycznego

ε
(e)
ε , ε

(e)
κ , ε

(e)
χ – wektory deformacji w lasnych (bazowych) elementu skónczonego ramy p laskiej

– odpowiednio: czyste rozciąganie osiowe, czyste zginanie oraz zginanie antysymetryczne

względem środka elementu (zginanie ze ścinaniem)

q
(e)
ε , q

(e)
κ , q

(e)
χ – wektory uogólnionych przemieszczeń węz lowych elementu ramy p laskiej zwią-

zane z jego odpowiednimi deformacjami w lasnymi

ε̂(e) – wektor dystorsji (odkszta lceń wstępnych) elementu skończonego – dla elementu ramy

p laskiej: ε̂(e) =
[
ε

(e)
x κ

(e)
z χ

(e)
z

]T

ε̂
(e)
ε , ε̂

(e)
κ , ε̂

(e)
χ – wektory dystorsji jednostkowych elementu skończonego ramy p laskiej – odpo-

wiednio: dystorsja pod lużna, dystorsja czystego zginania oraz dystorsja zginania antysy-

metrycznego

q̂
(e)
ε , q̂

(e)
κ , q̂

(e)
χ – wektory uogólnionych przemieszczeń węz lowych elementu ramy p laskiej zwią-

zane z jego odpowiednimi dystorsjami jednostkowymi

S(e) – wektor si l wewnętrznych elementu skończonego – dla elementu skończonego ramy p la-

skiej: S(e) =
[
N

(e)
x const M

(e)
z const M

(e)
z asym

]T

N
(e)
x const, M

(e)
z const, M

(e)
z asym – sk ladowe wektora si l wewnętrznych elementu skończonego ramy

p laskiej – odpowiednio: si la pod lużna, “czysto-zgięciowa” część momentu zginającego oraz

część momentu opisująca zginanie ze ścinaniem (zginanie antysymetryczne)

Q̂(e) – wektor węz lowych obciążeń kompensacyjnych dla dystorsji w elemencie skończonym

Q̂
(e)
ε , Q̂

(e)
κ , Q̂

(e)
χ – wektory węz lowych obciążeń kompensacyjnych dla odpowiednich dystorsji

jednostkowych elementu skończonego ramy p laskiej

Dla rozdzia lów 5, 6 i 7 :

fcel(λ) – funkcja celu

λ =
[
λs

]
– wektor modyfikacji parametrów konstrukcyjnych (tak jak dotychczas), którego

sk ladowe stanowią teraz również parametry funkcji celu

L – zbiór dopuszczalnych wektorów parametrów funkcji celu (λ ∈ L) określony przez ograni-

czenia na lożone na te parametry (czyli ograniczenia modyfikacji strukturalnych)

δ(t) – funkcja uogólniona (dystrybucja) delta Diraca

m, c, k – masa, t lumienie i sztywność uk ladu o jednym stopniu swobody

ω =
√

k
m , ζ = c

2mω , ωd = ω
√

1 − ζ2 – częstość drgań w lasnych, bezwymiarowy parametr t lu-

mienia oraz częstość ko lowa drgań t lumionych uk ladu o jednym stopniu swobody
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Iτ , I0 – impuls si ly (w chwili τ oraz τ = 0)

hτ (t), h0(t) – impulsowa funkcja przej́scia (dla impulsu w chwili τ oraz τ = 0)

h(t) =
[
hij(t)

]
– macierz impulsowych funkcji przej́scia

v̂0 – wektor prędkości początkowych adekwatny impulsowi dystorsji jednostkowej

D(t) =
[
Dij(t)

]
– odkszta lceniowa impulsowa macierz wp lywu

Dij(t) – sk ladowe odkszta lceniowej impulsowej macierzy wp lywu

D̃(t) =
[
D̆ij(t)

]
– przybliżona impulsowa macierz wp lywu

D̃ij(t) – sk ladowe przybliżonej impulsowej macierzy wp lywu

D̆(t) =
[
D̆αi(t)

]
– ogólna impulsowa macierz wp lywu

D̆αi(t) – sk ladowe ogólnej impulsowej macierzy wp lywu

f(t) =
[
fα(t)

]
– wektor funkcji przej́scia (wektorowa funkcja przej́scia)

fα(t) – funkcje przej́scia (sk ladowe wektora funkcji przej́scia)

ε̂(t) =
[
ε̂i(t)

]
– wektor dystorsji dynamicznych (wektor funkcji dystorsji)

ε̂i(t) – dynamiczna dystorsja wirtualna (funkcja dystorsji)

A0
ij = δij − (1 − µi)Dij(0) – macierz g lówna dla uk ladów równań w algorytmach MIDW

F =
[
Ft

]
– wektor chwilowych stanów konstrukcji

Ft – funkcja chwilowego stanu konstrukcji

Dla rozdzia lu 8 :

Qp – odczyt ( ladunek elektryczny) na piezo-sensorze

Qpg, Qpd – odczyt na sensorach (górnym i dolnym) przyklejonych po obu stronach belki

cp – charakterystyka piezoelektryczna piezo-sensora (zależna od sta lej piezoelektryka oraz wy-

miarów sensora)

yp – odleg lość między osią belki a osią naklejonego na nią piezo-sensora

Lp – d lugość piezo-sensora

ǫ̃x
def
=

∫

Lp

ǫx(x) dx, κ̃z
def
=

∫

Lp

κz(x) dx – sca lkowane odkszta lcenia fragmentu belki z sensorem

fident(λ) – funkcja celu dla zagadnienia identyfikacji defektów

λ =
[
λs

]
– wektor defektów (a zarazem – tak jak dotychczas – wektor modyfikacji parame-

trów konstrukcyjnych), którego sk ladowe stanowią również parametry funkcji celu dla

zagadnienia identyfikacji defektów
M

fα(t) – funkcje przej́scia otrzymane z pomiarów doświadczalnych



ROZDZIAŁ 1
Wstęp

1.1. Podstawowe cele pracy

G lównym celem rozprawy jest zaprezentowanie oryginalnej koncepcji zastosowania

idei tzw. dystorsji wirtualnych do problemów dynamiki konstrukcji. Do tej pory podej-

ście dystorsyjne stosowano z powodzeniem w zagadnieniach statyki konstrukcji w postaci

tzw. Metody Dystorsji Wirtualnych (MDW) (ptarz np.: [15, 16, 21]). Fundamentem dla

wszelkich obliczeń dokonywanych w ramach tej metody jest tzw. macierz wp lywu. Ta-

ką statyczną macierz wp lywu starano się również w specyficzny sposób1) wykorzystywać

w celu rozwiązania pewnych problemów dynamicznych [33, 34]. W niniejszej pracy zo-

stanie przedstawiona Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (MIDW) pozwalająca

na w pe lni konsekwentne wykorzystanie podej́scia dystorsyjnego dla zagadnień dynamiki

konstrukcji. Ten uwidoczniony w tytule cel nie jest jednak jedynym zadaniem niniejszej

rozprawy.

Pośrednim, choć również istotnym zamierzeniem autora by lo przedstawienie ogólnej

metodologii realizacji idei dystorsji wirtualnych w konstrukcjach sk ladających się z dowol-

nych elementów skończonych. Praca, a zw laszcza zawarte w niej obliczenia i przyk lady

numeryczne bazują na zrealizowanym przez autora obiektowym programie dotyczącym

Metody Elementów Skończonych (MES) dla mechaniki konstrukcji, w którym po raz

pierwszy zaprojektowano i zrealizowano obiektowe ujęcie metod dystorsyjnych (zarówno

1) Obliczenia by ly dokonywane na kolejnych krokach iteracji czasowej, przy czym dla każdego kroku

niezależnie musia la być wpierw obliczona aktualna macierz wp lywu. Podej́scie to z punktu widzenia

metod dystorsyjnych nie różni lo się w istocie od statycznej MDW.

13
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dla statyki jak i oczywíscie dla dynamiki). Obiektowa realizacja oprogramowania (a za-

tem “przyjazna” w użyciu i  latwa do rozbudowy) stanowi la z punktu widzenia autora

kolejny, bardzo ważny cel pracy.

Praca prezentuje sposób wykorzystania dystorsji wirtualnych do opisu wrażliwości

konstrukcji obciążonej dynamicznie na modyfikację parametrów, związanych z jej cecha-

mi sztywnościowymi. Kolejnym zamierzeniem by lo więc opracowanie algorytmu oparte-

go na MIDW, pozwalającego dok ladnie obliczać gradienty tzw. funkcji przej́scia (czyli

odpowiedzi uk ladu na określone wymuszenia dynamiczne), opisujących propagację fali

sprężystej wzbudzonej w konstrukcji.

Końcowym zadaniem niniejszej rozprawy jest zastosowanie podej́scia dystorsyjnego do

problemu modelowania i identyfikacji defektów w konstrukcjach, m.in. w celu niebanalnej

weryfikacji opracowanych metod i algorytmów. Proponowana metoda identyfikacji opiera

się na analizie różnicy pomiędzy propagacją fali sprężystej w rzeczywistej konstrukcji,

a symulacją tejże propagacji w modelu MES, w którym wp lyw ewentualnych defektów

modelowany jest dystorsjami. Wzbudzanie i odczyt fali sprężystej wymaga omówienia

podstaw zagadnienia piezodiagnostyki, natomiast środkiem do realizacji proponowanej

metody identyfikacji defektów jest stanowiąca g lówny temat pracy Metoda Impulsowych

Dystorsji Wirtualnych i oparty na niej algorytm gradientowej analizy funkcji przej́scia.

Reasumując, jeżeli zrezygnujemy z hierarchii ważności na rzecz logicznej kolejności

celów to można wyróżnić kolejno następujące zadania, które starano się zrealizować:

• ogólny opis algorytmów (statycznej) Metody Dystorsji Wirtualnych pozwalający

na skuteczną jej realizację dla konstrukcji sk ladającej się z dowolnych (różnych)

elementów skończonych,

• przedstawienie metod wykorzystania dystorsji wirtualnych do modelowania defek-

tów i parametrów projektowych,

• zastosowanie MDW do analizy wrażliwości ustroju statycznego,

• opracowanie Metody Impulsowych Dystorsji Wirtualnych, bazującej na tzw. me-

todzie impulsowej funkcji przej́scia, umożliwiając tym samym stosowanie metod

dystorsyjnych w zagadnieniach dynamiki ma lych drgań,

• opracowanie bazującego na MIDW algorytmu gradientowej analizy funkcji przej́scia

– analiza wrażliwości konstrukcji pod obciążeniem dynamicznym,

• stworzenie obiektowej implementacji MDW oraz MIDW opartej na (stworzonym

w tym celu) obiektowo-zorientowanym programie MES dla mechaniki konstrukcji,

• przetestowanie opracowanej metodologii i stworzonego oprogramowania m.in. na

przyk ladach dotyczących zagadnienia identyfikacji defektów w konstrukcjach.

1.2. Koncepcja rozprawy

Zaprezentowana powyżej logiczna hierarchia celów determinuje po części również kon-

cepcję niniejszej rozprawy doktorskiej. Jej dok ladny opis zawarty jest w streszczeniu

g lównych rozdzia lów pracy, przedstawionym poniżej.
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Metoda Dystorsji Wirtualnych (MDW)

W rozdziale tym zaprezentowana zostanie g lówna idea oraz podstawowe pojęcia

i związki sk ladające się na klasyczną (tj. statyczną) Metodę Dystorsji Wirtualnych.

Podany zostanie algorytm obliczania – fundamentalnej dla tej metody – macierzy

wp lywu (statycznej). Wymienione zostaną problemy i zagadnienia, w których z po-

wodzeniem zastosowano podej́scie dystorsyjne. Wszelkie definicje podane będą na

poziomie jak najbardziej ogólnym, jednakże bezpośrednią ilustracją dla nich będą

konstrukcje kratowe (ze względu na ich prostotę pozwalającą na bardzo  latwą pre-

zentację nowych pojęć i koncepcji). Również przyk lady obliczania macierzy wp lywu

zostaną pokazane na przyk ladzie kratownic.

Dystorsje wirtualne w p laskiej konstrukcji ramowej

Rozdzia l zaprezentuje MDW dla p laskich konstrukcji ramowych. Uchwycone zosta-

ną aspekty, które ulegają trywializacji w przypadku konstrukcji kratowych. Na przy-

k ladzie elementu skończonego ramy p laskiej przedstawiony zostanie ogólny sposób

postępowania, który należy stosować w przypadku realizowania podej́scia dystor-

syjnego dla dowolnych elementów skończonych. W rozdziale przedstawione również

zostanie modelowanie defektów w elementach ramowych.

Modelowanie dystorsjami parametrów konstrukcyjnych

W rozdziale podany będzie sposób wykorzystania dystorsji wirtualnych do mode-

lowania zmian parametrów konstrukcyjnych (w tym defektów), wp lywających na

cechy sztywnościowe konstrukcji. Zaprezentowane równania i algorytmy dotyczyć

będą konstrukcji sk ladających się z dowolnych elementów skończonych, w których

aspekt dystorsyjny zrealizowano wed lug metodologii podanej w poprzednim roz-

dziale.

Zastosowanie MDW do analizy wrażliwości konstrukcji statycznej

Rozdzia l dotyczyć będzie zastosowania MDW do analizy wrażliwości ustroju sta-

tycznego, badającej w jaki sposób zmieniają się jego w lasności w odpowiedzi na

niewielką modyfikację zmiennej projektowej (rozumianej jako zmiana pewnego pa-

rametru konstrukcyjnego). Opracowany zostanie algorytm wyznaczania gradientu

tzw. funkcji odpowiedzi, który stanowi podstawę do obliczenia gradientu (ogólniej-

szej) funkcji celu. Pokazane zostanie, że istota obliczeń sprowadza się w zasadzie do

wyznaczenia gradientu dystorsji.

Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (MIDW)

Rozdzia l przedstawi oryginalną metodę pozwalającą na konsekwentne wykorzysta-

nie idei dystorsji wirtualnych w problemach dynamiki, związanych z analizą funkcji

przej́scia opisującej propagację fali sprężystej. Bazą dla metody stanowić będzie

szczegó lowo zaprezentowana w poprzednich rozdzia lach Metoda Dystorsji Wirtual-

nych oraz metoda impuslowej funkcji przej́scia. Wprowadzone zostaną nowe pojęcia

elementarnego impulsu dystorsji oraz impulsowej macierzy wp lywu. Poprawność

wyników otrzymywanych przy wykorzystaniu MIDW będzie zweryfikowana oraz

wyszczególnione zostaną jej charakterystyczne cechy i ograniczenia.
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Zastosowanie MIDW do analizy wrażliwości w dynamice konstrukcji

Zdefiniowana zostanie pewna klasa funkcji celu, bazujących na zależności pomiędzy

funkcją przej́scia, a parametrami sztywnościowymi konstrukcji. Podany zostanie al-

gorytm obliczania gradientu takich funkcji, przy czym zastosowanie MIDW pozwoli

na wyprowadzenie i wykorzystanie analitycznych formu l na wrażliwość sztywnościo-

wą konstrukcji. Dodatkowo szczegó lowo przedstawiona zostanie zoptymalizowana

wersja algorytmu, nadająca się bezpośrednio do realizacji numerycznej. Popraw-

ność obliczania gradientów zostanie potwierdzona przez porównanie z wynikami

uzyskanymi przy zastosowaniu Metody Różnic Skończonych.

Identyfikacja defektów

Przedstawione zostanie zagadnienie identyfikacji defektów, bazujące na analizie róż-

nicy pomiędzy funkcjami przej́scia opisującymi propagację fali sprężystej w kon-

strukcji rzeczywistej i w modelu MES, w którym wp lyw ewentualnych defektów

modelowany jest przez dystorsje. Omówione zostaną podstawy piezodiagnostyki

(odczyt funkcji przej́scia). Podany zostanie algorytm identyfikacji defektów, opar-

ty na analizie wrażliwości (MIDW) przedstawionej w poprzednim rozdziale. Jako

przyk lady s lużyć będą testy numeryczne identyfikacji uszkodzeń wspornika kratowe-

go. Zaprezentowana również zostanie identyfikacja defektów w belce wspornikowej

bazująca na funkcjach przej́scia uzyskanych z przeprowadzonego eksperymentu pie-

zodiagnostyki.

1.3. Zarys literatury

Idea dystorsji sprężystych zaprezentowana zosta la w znanej pracy Nowackiego [41],

dotyczącej teorii sprężystości. Jeden z rozdzia lów tej obszernej pracy poświęcony jest

w ca lości zagadnieniu dystorsji w continuum sprężystym. W kontekście dystorsyjnym

omówiono tam zasady wariacyjne oraz twierdzenie o wzajemności prac. Podano pod-

stawowe związki i twierdzenia dotyczące teorii samonaprężenia. Problem dystorsji zosta l

również poruszony przez tego autora w pracy [42].

Jedne z pierwszych zastosowań metod dystorsyjnych dotyczą opisu możliwych sta-

nów sprężeń w jedno- i wielofazowych ośrodkach sprężystych. Tych zagadnień sprężania

dotyczą wczesne prace Holnickiego-Szulca [10, 11, 12] oraz [18].

Bardzo obszerną analizę zagadnienia dystorsji wirtualnych można znaleźć w monogra-

fiach Holnickiego-Szulca [15, 16] oraz Holnickiego-Szulca i Gierlińskiego [21]. W pracach

tych omówione jest zastosowanie dystorsji do modelowania modyfikacji konstrukcyjnych

(analiza nieliniowa), prezentują także strategie optymalnego pasywnego i aktywnego ste-

rowania oraz optymalnego przeprojektowywania.

Oczywistym zastosowaniem metod dystorsyjnych okaza lo się modelowanie pracy ele-

mentów aktywnych w konstrukcjach sterowalnych (tzw. smart structures). Tego typu

rozwiązania prezenowane są w publikacjach Holnickiego-Szulca i Mroza [24], Holnickiego-

Szulca i Haftki [22] oraz Holnickiego-Szulca [17, 19], jak również Holnickiego-Szulca i

Wik ly [26, 27] oraz Holnickiego-Szulca, Paw lowskiego i Wik ly [25].
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Wykorzystanie Metody Dystorsji Wirtualnych w analizie wrażliwości konstrukcji kra-

towych wraz z zastosowaniem do zagadnienia optymalnego przeprojektowywania zapre-

zentowa l Ko lakowski i Holnicki-Szulc [36, 37]. Ca lościowe ujęcie tego tematu pojawi lo się

w publikacji Ko lakowskiego [35]. W pracy tej oprócz wrażliwości pól odkszta lceń i naprę-

żeń w zakresie sprężystym oraz sprężysto-plastycznym autor przedstawi l również sposoby

wyznaczania wrażliwości takich parametrów jak granica plastyczności, czy wspó lczynnik

wzmocnienia materia lu. Omówiona również zosta la idea zastosowania MDW w proble-

mach projektowania konstrukcji adaptowalnych na ekstremalne obciążenie, gdzie dys-

torsje wykorzystuje się do modelowania aktywnych dyssypatorów energii. Rozwiązania

związane z aktywnym rozpraszaniem energii modelowanym dystorsyjnie stosowane by ly

również przez Wik lę, Holnickiego-Szulca i Paw lowskiego [26, 25, 27]. Natomiast proble-

my optymalnego przeprojektowywania polegającego na przenoszeniu materia lu z jednego

miejsca w inne by ly już wcześniej prezentowane, m.in. w pracach [8, 14, 20]. Zbliżone

podej́scie do zagadnień przeprojektowywania prezentowali również Garstecki i Glema [7]

oraz Sobieszczański-Sobieski [48]. Dystorsyjnego przeprojektowywania ustrojów ramo-

wych dotyczy ly prace Makodego, Ramireza i Corotisa [40] oraz Putreszy [46].

W publikacjach Wiącka i Holnickiego-Szulca [50, 51, 52] dystorsje wykorzystano do

modelowania postępującego rozwoju rys, w kontekście monitorowania stanu budowli hi-

storycznych. Zebrania i ca lościowego omówienia tych zagadnień dokona l Wiącek w pra-

cy [53]. Wcześniej Holnicki-Szulc omawia l już zastosowanie dystorsji wirtualnych dla pro-

blemu degradacji konstrukcji sprężystych [13].

MDW znalaz la również zastosowanie w opisie odcinkami liniowo modelowanych nieli-

niowości fizycznych typu locking materials lub ustrojów z luzami wewnętrznymi [10].

Holnicki-Szulc i Zieliński zaproponowali metodę identyfikacji uszkodzeń w konstruk-

cjach opartą na analizie zaburzeń propagacji fal sprężystych [28, 29, 30]. Zaprezentowane

przez nich podej́scie bazuje na idei impulsów dystorsji wirtualnych. Idea ta zosta la w pe lni

opisana, dopracowana i rozwinięta w niniejszym opracowaniu.

Praca Maćkiewicza [39] prezentuje zastosowanie podej́scia dystorsyjnego do optymal-

nego lokalizowania wzbudników w aktywnej kontroli naprężeń.

Ciekawym zastosowanie metod dystorsyjnych jest modelowanie i analiza sieci wod-

nych [23] (Holnicki-Szulc, Ko lakowski i Nasher). Sta lo się to możliwe dzięki zaadoptowa-

niu idei i algorytmów MDW dla równań przep lywu cieczy, bazując na analogiach pomię-

dzy równaniami równowagi, związkami geometrycznymi oraz konstytutywnymi mechaniki

konstrukcji kratowych i hydrauliki.

Metoda Dystorsji Wirtualnych znalaz la również komercyjne zastosowanie. Jako Vir-

tual Distortion Method zosta la wykorzystana przez brytyjską firmę WS Atkins w ko-

mercyjnym programie komputerowym RASOS do analizy postępującego zniszczenia oraz

analizy niezawodności wież wiertniczych, tzw. offshore structures [49] (Turner i inni).

Publikacja Akgüna, Garcelona, Haftki [1] dostarcza bardzo aktualnego porównania

Metody Dystorsji Wirtualnych z innymi metodami liniowej i nieliniowej analizy i mode-

lowania konstrukcji.



ROZDZIAŁ 2
Metoda Dystorsji Wirtualnych

(MDW)

2.1. Wprowadzenie

Rozdzia l ten w bardzo przystępny sposób prezentuje Metodę Dystorsji Wirtualnych

(MDW) w klasycznym ujęciu dla statyki konstrukcji. Metoda ta opiera się na wykorzy-

staniu pól wstępnych deformacji do modelowania zmian materia lowych w konstrukcji.

Zagadnienie statycznej MDW oraz wykorzystywane przez nią pojęcia i związki zostaną

pokazane w tym rozdziale na przyk ladzie konstrukcji kratowych. Jest tak m.in. dla-

tego, że algorytmy numeryczne bazujące na zastosowaniu idei dystorsji wirtualnych by ly

tworzone i wykorzystywane g lównie dla ustrojów kratowych (chociaż nie tylko), gdzie

podej́scie to wykaza lo swą efektywność dla pewnej klasy zagadnień. O wiele jednak waż-

niejszą przyczyną jest fakt, że już na przyk ladzie stosunkowo prostych konstrukcji jakimi

są kratownice można omówić praktycznie wszystkie podstawowe pojęcia jakimi pos luguje

się MDW. Należy jednak pamiętać, iż pomimo tego, że zamieszczone w tym rozdzia-

le przyk lady i wyprowadzenia wzorów odnosić się będą do teorii kratownic, to jednak

przedstawiony opis postępowania (tak jak i użyte sformu lowania) dotyczyć będzie (pod

pewnymi warunkami) zupe lnie dowolnych konstrukcji.

Względna prostota teorii krat wynika m.in. z faktu, że w kratownicach wszystkie

obciążenia muszą być przy lożone w węz lach (przegubach). Zatem już na poziomie teorii

konstrukcji mamy w tym przypadku do czynienia z dyskretyzacją obciążenia. Jest to

jedna z przyczyn tego, że wielkości, którymi się pos lugujemy w teorii krat, tak samo jak

i zależności pomiędzy nimi, są stosunkowo nieskomplikowane.

19
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W istotny dla dalszych rozważań sposób scharakteryzujmy tutaj niektóre podstawowe

pojęcia i związki dotyczące pręta kratowego, a szczególnie istotne przy omawianiu MDW

– są to:

• N – si la osiowa, sta la na ca lej d lugości pręta kraty. Jest to jedyna sk ladowa si l

wewnętrznych (tzw. uogólnionych naprężeń) z jakimi mamy do czynienia w kon-

strukcjach kratowych.

• ε – odkszkat lcenie pod lużne, stanowiące jedyne odkszta lcenie uogólnione w prę-

cie kratownicy i (podobnie jak w przypadku si ly osiowej) również niezmienne na

ca lej d lugości pręta kratowego.

• N = kEA ε – związek konstytutywny, wiążący ze sobą (liniowo) dwie powyższe

wielkości przy pomocy sztywności pod lużnej, która jest iloczynem modu lu Youn-

ga sprężystego materia lu pręta oraz pola jego przekroju poprzecznego: kEA = EA.

Taka postać związku konstytutywnego zak lada, że ca le odkszta lcenie pręta ε jest

wynikiem obciążenia statycznego. Ogólna postać

N = kEA(ε − ε̂) (2.1)

uwzględnia wp lyw oddzia lywań pozastatycznych (takich jak np. ogrzanie pręta), któ-

rych wynikiem jest odkszta lcenie ε̂. Konsekwentnie również i ta część odkszta lcenia

powinna być sta la na ca lej d lugości elementu kratowego (przyjmujemy zatem np.,

że pręt ogrzany jest równomiernie). Często korzystamy z odwrotnej postaci związ-

ku konstytutywnego: ε = N/kEA + ε̂, gdzie odwrotną do sztywności wielkość 1/kEA

nazywamy podatnością.

2.2. Podstawowe pojęcia i istota MDW

G lówną ideę Metody Dystorsji Wirtualnych można wyjaśnić już na przyk ladzie

bardzo prostej konstrukcji przedstawionej na rys. 2.1(a), sk ladającej się z dwóch prętów

z lączonych razem (zatem deformacja jednego z nich wymusza odkszta lcenie drugiego). Tę

dwuelementową konstrukcję będziemy rozpatrywać w ramach teorii krat. Modu l Younga

i pole poprzecznego przekroju pręta nr 1 wynoszą: E1, A1, natomiast dla pręta nr 2 są to

odpowiednio: E2, A2.

Przyjmijmy teraz, że swobodny element nr 1 dozna l pewnego wstępnego wyd luże-

nia (rys. 2.1(b)). Odkszta lcenie ε̂1 odpowiadające temu wyd lużeniu nazywamy dystorsją

wirtualną. Oczywíscie element ten jest wmontowany w konstrukcję, zatem z uwagi na

warunek ciąg lości deformacji uk ladu, w obu prętach konstrukcji powstaną pewne pola

odkszta lceń i naprężeń. Otrzymamy tzw. konstrukcję sprężoną (rys. 2.1(c)). Spowodowa-

ne wprowadzeniem dystorsji pole odkszta lceń to tzw. odkszta lcenia rezydualne
R
εi, którym

towarzyszy samorównoważne pole naprężeń uogólnionych
R

Ni (i = 1, 2). Zależność tych

pól od wywo lujących je dystorsji wirtualnych wyraża się następującymi wzorami:

R
εi =

∑

j

Dij ε̂j ,
R

Ni = EiAi

∑

j

(Dij − δij) ε̂j, (2.2)
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(a)

konstrukcja
nieobciążona

+ (b)

dystorsja
wirtualna

→ (c)

konstrukcja
sprężona

+ (d)

konstrukcja
obciążona

= (e)

konstrukcja
modelowana

≡ (f)

konstrukcja
zmodyfikowana

Rys. 2.1. Schemat ideowy Metody Dystorsji Wirtualnych.

gdzie pojawia się macierz D =
[
Dij

]
, zwana macierzą wp lywu. Stanowi ona podstawę

dla wszystkich (w praktyce – numerycznych) obliczeń Metody Dystorsji Wirtualnych. Ma-

cierzą tą zajmiemy się dok ladniej w dalszej części tego rozdzia lu, gdzie podamy również

procedurę jej wyznaczania. Teraz wystarczy tylko powiedzieć, że element Dij macierzy

wp lywu określa odkszta lcenia w i-tym elemencie konstrukcji spowodowane jednostkową

dystorsją wirtualną ε̂j = 1 na lożoną na element j.

Jak widać wp lyw dystorsji wirtualnej na konstrukcję może być utożsamiany z takimi

pozastatycznymi oddzia lywami jak imperfekcja geometryczna lub obciążenie termiczne

(ogrzanie elementu). Ujawnia się tutaj jeden z aspektów wspomnianej prostoty zagad-

nienia dystorsji wirtualnych w kratownicach, wyraźny szczególnie przy konstruowaniu

macierzy wp lywu w oparciu o Metodę Elementów Skończonych (MES). Otóż w przypad-

ku elementów kratowych wektor odkszta lceń uogólnionych ma tylko jedną sk ladową, a co

za tym idzie istnieje tylko jeden rodzaj imperfekcji, któremu może podlegać taki element

– a więc i jeden typ dystorsji wirtualnej. Również określenie odkszta lceniowej odpowiedzi

konstrukcji polega na wyznaczeniu wektora uogólnionych odkszta lceń konstrukcji, którego

każda sk ladowa odpowiada jednemu jej elementowi.

W tym miejscu zwróćmy uwagę na bardzo ważne za lożenie, z którego za chwilę bę-

dziemy korzystać. Otóż przyjmujemy tzw. za lożenie ma lych przemieszczeń, którego kon-

sekwencją jest to, że wszystkie wielkości typu pole przemieszczeń, odkszta lceń, naprę-

żeń itd., można opisywać względem początkowej (tj. nieodkszta lconej) konfiguracji kon-

strukcji, co często w sposób opisowy określa się mianem zasady “zesztywnienia”. Ma le

przyrosty przemieszczeń (a więc również ma le odkszta lcenia) oznaczają eliminację czyn-

ników nieliniowych (jako ma lych wyższego rzędu). Stosowanie zasady zesztywnienia po-

zwala więc na liniowe sk ladanie tych wielkości, czyli na wykorzystywanie tzw. zasady

superpozycji. W laśnie to skalowanie i sumowanie odpowiedzi konstrukcji uzyskanych dla



22 2. Metoda Dystorsji Wirtualnych (MDW)

różnych jednostkowych stanów dystorsyjnych będzie, jak się okaże, jedną z g lównych

cech MDW. Przyjęte za lożenie liniowości stanowi natomiast jedno z podstawowych ogra-

niczeń metody.

Rozpatrzmy teraz ponownie konstrukcję początkową (tzn. zanim poddalísmy ją dzia la-

niu dystorsji wirtualnej), poddaną tym razem obciążeniu statycznemu si lą P (rys. 2.1(d)).

W takiej obciążonej konstrukcji powstanie pole odkszta lceń
L
εi (i = 1, 2) i związane z nim

pole si l wewnętrznych (tj. naprężeń uogólnionych)
L

Ni = EiAi
L
εi. Pola te stanowią liniową

odpowiedź konstrukcji.

Superponując oba stany (tj. konstrukcji sprężonej i obciążonej ) otrzymujemy tzw.

konstrukcję modelowaną dystorsjami (rys. 2.1(e)). Odkszta lcenia i naprężenia uogól-

nione, które występują w takim ustroju określone są następującymi równaniami, w któ-

rych ponownie wykorzystano macierz wp lywu:

εi =
L
εi +

R
εi =

L
εi +

∑

j

Dij ε̂j, (2.3)

Ni = EiAi (εi − ε̂i) = EiAi

(
L
εi +

R
εi − ε̂i

)

=

L
Ni

︷ ︸︸ ︷

EiAi
L
εi +

R
Ni

︷ ︸︸ ︷

EiAi

∑

j

(Dij − δij) ε̂j =
L

Ni +
R

Ni.

(2.4)

Przypomnijmy, że sk ladniki
L
εi,

L

Ni to część odkszta lceń i naprężeń uogólnionych wyni-

kająca z obciążenia statycznego konstrukcji, natomiast sk ladniki
R
εi,

R

Ni są spowodowane

przez dystorsje.

Niezależnie od konstrukcji modelowanej dystorsjami, rozpatrzmy teraz ponownie kon-

strukcję obciążoną. W elemencie nr 1 wprowadźmy pewną modyfikację, rozumianą jako

zmiana jednego z jego parametrów konstrukcyjnych, przyk ladowo – pola przekroju po-

przecznego (rys. 2.1(f)), albo modu lu Younga. Stan odkszta lceń i naprężeń uogólnionych

w tej zmodyfikowanej konstrukcji poddanej obciążeniu si lą P będzie teraz inny niż w kon-

strukcji obciążonej o pierwotnych wartościach wszystkich parametrów konstrukcyjnych.

Z kolei wymagamy teraz, że spe lniony będzie następujący

postulat : konstrukcja modelowana dystorsjami i konstrukcja zmodyfikowana

są identyczne w sensie równości ich pól (uogólnionych) odkszta lceń i naprężeń.

Oznacza to, że wprowadzenie odpowiedniej dystorsji wirtualanej w pręcie nr 1 jest rów-

noważne pewnej modyfikacji jego pola przekroju (lub modu lu Younga). Aby wyjaśnić

to dok ladniej, weźmy pod uwagę szczególny przypadek, gdy ε̂1 = ε1, co sprawia, że

oznaczone na rys. 2.1(e) przemieszczenie ε̂1L powinno być równe przemieszczeniu ε1L

(zamieszczony schemat prezentuje oczywíscie ogólny przypadek, gdy przemieszczenia te

są różne). Przyjęta równość oznacza, że w elemencie nr 1 nie występują żadne naprężenia

(dla i = 1, z równania (2.4) otrzymujemy bowiem, że N1 = 0), zatem przy zadanym

obciążeniu P można uznawać ten element za nieistniejący, co jest równoważne sytuacji,

gdy modyfikujemy konstrukcję “zerując” pole przekroju tego elementu.
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Przyjęto notację, w której Ai oznacza pierwotne wielkości pól przekrojów poprzecz-

nych, natomiast Âi ich wartości zmodyfikowane. Zak ladając brak oddzia lywań pozasta-

tycznych, si ly przekrojowe w elementach konstrukcji zmodyfikowanej wynoszą

Ni = EiÂi εi, (2.5)

podczas, gdy w konstrukcji modelowanej dystorsjami

Ni = EiAi (εi − ε̂i) . (2.6)

Zgodnie z postulowaną równością pól uogólnionych naprężeń, si ly te muszą być w obu

przypadkach takie same. Przyrównując zatem oba wyrażenia wyznaczamy wzór na mo-

dyfikację pola przekroju poprzecznego wyrażoną przez dystorsje wirtualne:

µi
def
=

Âi

Ai
=

εi − ε̂i

εi
. (2.7)

Zauważmy tutaj, że powyższy związek jest (wbrew pozorom) nieliniowy względem dys-

torsji ε̂i, gdyż zgodnie z równaniem (2.3) odkszta lcenia εi również zależą od ε̂i.

Zdefiniowana powyżej modyfikacja µi, opisuje zmianę pola przekroju elementu i-tego.

 Latwo jest zauważyć, że tę samą wielkość możemy zdefiniować inaczej, jako modyfikację

modu lu Younga: µi
def
= Êi/Ei, czy też ogólnie jako modyfikację sztywności pod lużnej:

µi
def
=

k̂
(i)
EA

k
(i)
EA

, (2.8)

przy czym w każdym przypadku zależność pomiędzy modyfikacją, a dystorsją wirtual-

ną jest identyczna z przedstawioną w równaniu (2.7). Sposób wyznaczenia tej formu ly

pokazuje, że tak naprawdę istotą parametru µi jest określenie modyfikacji sztywności ele-

mentu. Zatem w ogólnym przypadku wektor µ =
[
µi

]
nazwiemy wektorem modyfika-

cji sztywności konstrukcji, przyjmując definicję jego sk ladowych w postaci (2.8). Nieco

bardziej ogólne podej́scie, wprowadzające pojęcie wektora modyfikacji parametrów

konstrukcyjnych (mających określony wp lyw na modyfikacje sztywności konstrukcji),

zostanie przedstawione w dalszej części pracy.

Wyrażenie (2.7) przedstawmy w postaci odwrotnej

ε̂i = (1 − µi)εi, przy czym εi = εi(ε̂), ε̂ =
[
ε̂i

]
. (2.9)

Jak widać, z racji na występowanie dystorsji również po prawej stronie powyższego równa-

nia, nie stanowi ono prostej formu ly na obliczenie dystorsji modelującej zmianę sztywności

konstrukcyjnej. W dalszej części pracy pokażemy jednak, jak znając modyfikacje sztyw-

nościowe µi, możemy obliczyć dystorsje wirtualne modelujące ich wp lyw na pierwotną

(tj. niezmodyfikowaną) konstrukcję – odpowiednie równania oraz algorytm zostaną za-

prezentowane w rozdziale 4. Podkreślmy, że zaprezentowane podej́scie dostarcza dystorsji

wirtualnych, które można wykorzystywać do modelowania takich zmian w konstrukcji,

które w określony sposób wp lywają na jej parametry sztywnościowe.
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2.3. Macierz wp lywu

Wprowadzona w poprzednim podrozdziale macierz wp lywu stanowi g lówny funda-

ment Metody Dystorsji Wirtualnych. Wszystkie algorytmy numeryczne oparte na przed-

stawionym podej́sciu dystorsyjnym korzystają ze zmagazynowanej macierzy wp lywu pew-

nych “zaburzeń” lokalnych (istotnych w danym zagadnieniu) na globalne zachowanie się

konstrukcji. Zatem niejako wstępem dla tych algorytmów musi być procedura obliczania

i magazynowania tej macierzy.

2.3.1. Odkszta lceniowa macierz wp lywu oraz pojęcie lokalizacji dystorsyj-

nej

Wspomnielísmy już, że sk ladnik Dij macierzy wp lywu to odkszta lcenie i-tego elemen-

tu powsta le w wyniku wprowadzenia wirtualnego stanu jednostkowej, wstępnej deformacji

elementu j-tego. Definicja ta jest w laściwa dla tzw. odkszta lceniowej macierzy wp ly-

wu, a przy tym jest w pe lni poprawna tylko w przypadku konstrukcji kratownicowych,

w których odkszta lcenie elementu (a zatem również jego wstępna deformacja) opisana

jest przy pomocy jednej wielkości. W przypadku innych, mniej trywialnych elementów

skończonych, których wektory odkszta lceń uogólnionych mają więcej niż jedną sk ladową,

należy raczej mówić o i-tej sk ladowej globalnego wektora odkszta lceń konstrukcji (opi-

sującej sk ladową deformacji pewnego elementu tej konstrukcji) na skutek j-tej dystorsji

jednostkowej (imperfekcji określonego typu) wywo lanej w jakimś elemencie. Można zatem

mówić o pewnych lokalizacjach dystorsji czy też stanów odkszta lcenia w konstrukcji dys-

kretnej. Pos lugiwać się więc często będziemy pojęciem lokalizacji dystorsyjnej, która

musi być zgodna z określonym stanem deformacji elementu skończonego konstrukcji2).

Zbiór lokalizacji dystorsyjnych oznaczać będziemy symbolem D. Przyjmijmy również, że

w dalszej części pracy symbole i, j wykorzystywać będziemy zazwyczaj do indeksowania

dystorsji oraz stanów odkszta lceń (i związanych z nimi parametrów sztywności elementów

skończonych) w lokalizacjach dystorsyjnych.

 Latwo zauważyć, że odkszta lceniowa macierz wp lywu3), D =
[
Dij

]
, jest macierzą

kwadratową o elementach na przekątnej zawierających się w przedziale (0 , 1〉 (wyjątkowo

może tak nie być w przypadku występowania stanów rzeczywistego wstępnego sprężenia),

przy czym są one równe 1, wtedy i tylko wtedy, gdy (przynajmniej lokalnie) występuje

statyczna wyznaczalność. Konsekwencją tego jest również to, że w odpowiadającej ta-

kiemu sk ladnikowi kolumnie macierzy wp lywu wszystkie pozosta le sk ladowe są zerowe.

Zatem można napisać, że Dij = δij dla tych kolumn, które odpowiadają lokalizacjom

dystorsyjnym j ∈ D, w których występuje statyczna wyznaczalność.

Macierz D stanowi niezbędny fundament dla wszelkich algorytmów MDW. Jest tak

dlatego, że macierz ta (co dok ladnie ujawni się w dalszej części pracy) s luży do wyznacza-

2) Konkretne przyk lady elementarnych stanów deformacji, a co za tym idzie również lokalizacji dystor-

syjych zostaną przedstawione w następnym rozdziale dla przypadku elementu skończonego ramy p laskiej.
3) W niniejszej pracy stwierdzenie macierz wp lywu zwykle oznaczać będzie – o ile nie zaznaczono inaczej

– odkszta lceniową macierz wp lywu określającą wp lyw kolejnych dystorsji jednostkowych na odkszta lcenia

ca lkowite w lokalizacjach dystorsyjnych.
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nia wartości dystorsji wirtualnych, które modelują pewne oddzia lywania o nieliniowym

charakterze (jak np. zmiana sztywności elementów konstrukcji, wynik la z modyfikacji

pewnych parametrów strukturalnych). Algorytm obliczania dystorsji wirtualnych zosta-

nie dok ladnie przedstawiony w rozdziale 4. W następnym paragrafie natomiast pokażemy,

że przydatne może być uogólnienie pojęcia macierzy wp lywu.

2.3.2. Ogólna macierz wp lywu oraz funkcja odpowiedzi

Stwierdzilísmy, że podstawowe przeznaczenie odkszta lceniowej macierzy wp lywu zwią-

zane jest z wyznaczeniem dystorsji wirtualnych. Pokazalísmy jednak również, że kiedy te

dystorsje są już znane, to dzięki odpowiedniej superpozycji stanów zapisanych w macierzy

wp lywu można obliczyć ca lkowite (tj. aktualne) odkszta lcenia uogólnione we wszystkich

lokalizacjach dystorsyjnych D. W tym celu (patrz wzór (2.3)) potrzebna jest również

odkszta lceniowa odpowiedź liniowa4) w tych lokalizacjach,
L
εi (i ∈ D), która jednak, jak

się okaże, również niezbędna jest do obliczania dystorsji. O ile więc interesują nas tyl-

ko odkszta lcenia w lokalizacjach D to zmagazynowana macierz wp lywu pozwala nam na

uaktualnianie ich bez odwo lywania się do numerycznego modelu konstrukcji. Stosując

wzór (2.4) można ją również wykorzystać do obliczenia aktualnego stanu uogólnionych

naprężeń w tych lokalizacjach.

W praktyce jednak zwykle interesują nas inne wielkości niż tylko odkszta lcenia (i na-

prężenia) w miejscach, w których dopuszczamy modyfikację ustroju. Dla wielu zagadnień

istotne mogą być na przyk lad przemieszczenia w pewnych miejscach konstrukcji – chce-

my badać jak ulegają one zmianie na skutek wprowadzanych w konstrukcji modyfikacji,

będących wynikiem przeprojektowywania, powstania defektu czy stref uplastycznienia.

Wiemy już jak wirtualnie modelować te modyfikacje, chcielibyśmy natomiast móc szybko

uwzględniać ich wp lyw na interesujące nas parametry. Oczywíscie wp lyw ten można wy-

znaczyć nak ladając obliczone dystorsje wirtualne na analizowaną konstrukcję5), a następ-

nie rozwiązując jej uk lad równań równowagi. Można jednak zastosować inne podej́scie,

w którym znów wykorzystamy zasadę superpozycji. Otóż zwykle już na wstępie potra-

fimy ocenić jakie wielkości będą nas interesowa ly – możemy zatem obliczyć jak ulegają

one zmianie na skutek wprowadzenia jednostkowych dystorsji wirtualnych zadawanych

w kolejnych lokalizacjach dystorsyjnych (lokalizacje te powinny oczywíscie pokrywać się

z miejscami, w których występuje możliwość modyfikacji). W ten sposób otrzymamy

tzw. ogólną macierz wp lywu, D̆ =
[
D̆αi

]
, Nazwa ta uwidacznia zarazem to, iż macierz

ta (zw laszcza w aspekcie jej obliczania) jest uogólnieniem macierzy odkszta lceniowej oraz

to, że s lużyć będzie do ogólniejszych celów niż wyznaczenie dystorsji. Można by również

dla niej zaproponować alternatywną nazwę: macierz odpowiedzi. Nie zapominajmy

jednak, że może być ona wykorzystana tylko wtedy, gdy znamy już dystorsje, do obli-

czenia których niezbędna jest odkszta lceniowa macierz wp lywu. Zwróćmy rownież tutaj

uwagę na zaproponowany sposób indeksowania elementów ogólnej macierzy wp lywu: D̆αi.

4) Przypomnijmy, że jest to odpowiedź konstrukcji pierwotnej na ustalone obciążenie statyczne.
5) Wp lyw ten realizuje się w modelu MES za pomocą odpowiednich obciążeń węz lowych (patrz para-

graf 2.3.4).
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Chodzi tutaj g lównie o dobór symboli w celu rozróżnienia obu indeksów. Drugi indeks

wykazuje związek z lokalizacjami dystorsyjnymi – jest tak, gdyż i-ta kolumna macierzy D̆,

obliczana jest dla jednostkowej dystorsji zadanej w i-tej lokalizacji dystorsyjnej (i ∈ D).

Natomiast pierwszy indeks tej cechy nie posiada (indeksuje on po prostu wielkości zdefi-

niowane jako istotne dla danego zagadnienia).

Rodzaj odpowiedzi zapisanej w ogólnej macierz wp lywu jest dosyć dowolny i zależy

w g lównej mierze od tego w jaki sposób definiujemy interesujące nas parametry. Mogą

to oczywíscie być zarazem odkszta lcenia, naprężenia, uogólnione przemieszczenia węz lów,

czy też nawet – mówiąc ogólniej – określonych punktów konstrukcji; mogą to również być

kombinacje liniowe wymienionych wielkości. Jedynym wymaganiem jest bowiem tylko li-

niowa zależność od dystorsji, a co za tym idzie od obciążenia (patrz dalej: paragraf 2.3.4),

a więc w istocie od przemieszczeń węz lów. W tym kontekście wprowadźmy przydatne

dalej pojęcie funkcji odpowiedzi, fα, zdefiniowanej w laśnie jako dowolna, liniowa od-

powiedź ustroju. W praktyce wygodnie jest mówić, że jest to dowolna liniowa funkcja

przemieszczeń węz lowych konstrukcji, gdyż wielkości te stanowią bezpośredni wynik obli-

czeń MES. Oczywíscie, konsekwentnie oznacza to również, na przyk lad, liniową zależność

od obciążenia.

Wykorzystując pojęcie funkcji odpowiedzi możemy napisać następujący wzór na ele-

ment ogólnej macierzy wp lywu:

D̆αi = {fα obliczone dla ε̂i = 1} (i ∈ D). (2.10)

Analogicznie element odkszta lceniowej macierzy wp lywu zdefiniowalísmy jako

Dij = {εi obliczone dla ε̂j = 1} (i, j ∈ D), (2.11)

przy czym zauważmy, że odkszta lcenie uogólnione εi jest szczególnym przypadkiem funk-

cji odpowiedzi – spe lnia bowiem kryterium liniowości, gdyż przyjmujemy fundamentalne

za lożenie liniowej zależności odkszta lceń od przemieszczeń (ma le przemieszczenia, linio-

wość geometryczna).

W niniejszej pracy pos lugiwać się również będziemy pojęciem wektora funkcji od-

powiedzi, f =
[
fα

]
, którego sk ladowymi są wartości obliczane przy wykorzystaniu funk-

cji odpowiedzi (w tym kontekście można mówić również o wektorowej funkcji odpo-

wiedzi). Mając zmagazynowaną odpowiednią ogólną macierz wp lywu oraz znając dys-

torsje modelujące zmiany w ustroju, możemy szybko obliczać aktualne wartości tych

sk ladowych wed lug wzoru:

fα =
L

fα +
R

fα, (2.12)

gdzie:
L

fα = {fα obliczone dla Q},
R

fα =
∑

i∈D

D̆αi ε̂i, (2.13)

czyli wyróżniamy czynnik liniowy, zależny od ustalonego obciążenia Q, oraz czynnik

rezydualny będący wynikiem modyfikacji modelowanych przez dystorsje wirtualne. Za-

uważmy, że sk ladowa
L

fα spe lnia tę samą rolę co
L
εi we wzorze (2.3).
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Pominąwszy bardzo szczególne przypadki, macierz wp lywu nie jest macierzą syme-

tryczną, a macierz ogólna D̆ zwykle nie będzie nawet kwadratowa. Jej wymiar zależy

od ilości dystorsji (określającej liczbę kolumn macierzy) oraz od liczby parametrów, któ-

re chcemy bądź musimy uwzględnić. Oczywistym jest, że w rozwiązaniach konkretnych

problemów, wykorzystujących macierz wp lywu, powinno dążyć się (o ile jest to możli-

we) do ograniczenia jej rozmiaru.  Latwo bowiem zauważyć, że na przyk lad w przypadku

konstrukcji kratowej sk ladającej się z n elementów, przy za lożeniu, że modyfikacja mo-

że dotyczyć każdego z nich, liczba kolumn ogólnej macierzy wp lywu będzie równa n,

natomiast pe lna, odkszta lceniowa macierz wp lywu – tzn. grupująca wp lyw kolejnych

dystorsji elementarnych na odkszta lcenia wszystkich prętów konstrukcji – będzie mia la

wymiar n × n.

2.3.3. Podstawowe definicje

Zanim przedstawimy ogólny przepis na obliczanie macierzy wp lywu podajmy listę

użytecznych definicji, prowadzących do sformu lowania tego algorytmu – są to kolejno:

funkcja odpowiedzi – dowolna funkcja liniowo zależna od przemieszczeń węz lowych

konstrukcji dyskretnej;

dystorsja wirtualna – odkszta lcenie wstępne elementu konstrukcji (oddzia lywanie po-

zastatyczne analogiczne do imperfekcji geometrycznej lub obciążenia termicznego);

dystorsja jednostkowa – dystorsja wirtualna powodująca jednostkowe odkszta lcenie

swobodnego elementu konstrukcji;

obciążenie kompensacyjne – samorównoważne obciążenie realizujące w elemencie

stan odpowiedniej dystorsji jednostkowej (a w ogólnym przypadku – dowolnej),

a więc wywo lujące pewne wstępne odkszta lcenie – jednostkowe w przypadku ele-

mentu swobodnego (lub statycznie wyznaczalnego);

wektor wp lywu – określa odkszta lcenia (lub inną liniową odpowiedź konstrukcji) na

skutek przy lożenia jednostkowej dystorsji wirtualnej;

macierz wp lywu – grupuje wektory wp lywu otrzymane dla poszczególnych dystorsji

jednostkowych.

Pośród wymienionych powyżej pojęć pojawiają się dwa nowe. Pojęcie wektora wp lywu

wprowadzono g lównie dla wygody – stanowi on po prostu pojedynczą kolumnę macierzy

wp lywu. Zauważmy również, iż jest to pewien przypadek wektora funkcji odpowiedzi.

Bardziej istotną natomiast, i wymagającą dok ladniejszego wyjaśnienia jest definicja ob-

ciążenia kompensacyjnego.

2.3.4. Obciążenie kompensacyjne

Jak wiadomo w Metodzie Elementów Skończonych (stanowiącej fundament dla MDW)

niewiadomymi są przemieszczenia węz lów konstrukcji, natomiast wektor prawej strony

podstawowego równania MES dla statyki stanowią statyczne obciążenia węz lowe. Wielko-

ści pozastatyczne (takie jak, np.: obciążenia termiczne, odkszta lcenia wstępne, dystorsje)
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muszą więc być zamienione na ekwiwalentne im obciążenia statyczne. Zatem obciąże-

nie kompensacyjne adekwatne dla danej dystorsji wirtualnej to po prostu odpowiedni

uk lad (uogólnionych) si l węz lowych kompensujący niejako jej wp lyw na konstrukcję.

W celu obliczenia odpowiedniego wektora wp lywu dystorsja jest z regu ly nak ladana na

pojedynczy element konstrukcji, stąd obciążenie kompensacyjne również będzie uk ladem

si l dzia lających tylko na węz ly określonego elementu. Obciążenie to musi realizować stan

odpowiedniego jednostkowego odkszta lcenia elementu swobodnego (tj. np. “myślowo wyję-

tego” z konstrukcji, rys. 2.2), skąd wnioskujemy, iż musi to być uk lad si l samorównoważą-

cych się. Oczywíscie element taki stanowi w rzeczywistości integralną część konstrukcji i –

o ile nie mamy do czynienia z lokalną statyczną wyznaczalnością – w wyniku przy lożenia

obciążenia kompensacyjnego, w ca lej konstrukcji powstaną pola wstępnych odkszta lceń

i naprężeń, a finalne odkszta lcenie elementu z dystorsją nie będzie już jednostkowe. Jak

widać konkretne obciążenie kompensacyjne zależeć będzie przede wszystkim od rodzaju

elementu (liczby jego węz lów, rodzaju uogólnionych si l węz lowych itp.), ale również od

typu dystorsji, którą chcemy w nim zrealizować.

Rys. 2.2. Wp lyw dystorsji przy lożonej w jednym z elemenetów oraz obciążenie kompensacyjne

ją realizujące. Dla N̂ = E3A3 otrzymamy dystorsję jednostkową ε̂3 = 1.

W przypadku elementu kratowego mamy do czynienia tylko z jednym typem dystorsji

wirtualnej – jest nią wstępne wyd lużenie pręta. Obciążeniem kompensacyjnym jest tu

samorównoważąca się para si l rozciągających pręt (rys. 2.2) – si ly przy lożone są osiowo

do przeciwleg lych końców pręta, natomiast wartość każdej z nich jest równa sztywno-

ści pod lużnej pręta. Oznacza to, że taki “oswobodzony” pręt dozna lby dwukrotnego6)

rozciągnięcia – przy lożone si ly realizują więc w elemencie stan wstępnego odkszta lcenia

6)Fakt ten nie koliduje w żaden sposób z przyjętym za lożeniem ma lych przemieszczeń. Dystorsja

jednostkowa wymagająca aż jednostkowego wstępnego odkszta lcenia elementu jest tylko pewnym stanem

wirtualnie nak ladanym na konstrukcję w celu otrzymania unormowanej odpowiedzi, którą zapisujemy

w macierzy wp lywu. Odpowiedź ta jest wykorzystywana do modelowania dystorsjami (przynajmniej

potencjalnie rzeczywistych) zmian pewnych parametrów konstrukcyjnych – jest ona przeskalowywana

przez te dystorsje do wielkości, które powinny spe lniać ograniczenie ma lych przemieszczeń.
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jednostkowego. Na rys. 2.2 przedstawiono prostą konstrukcję kratową, w której wprowa-

dzono dystorsję w jednym z elementów przy pomocy kompensacyjnej pary si l N̂ . Przyj-

mując, że N̂ = E3A3 zrealizujemy w elemencie nr 3 stan dystorsji jednostkowej: ε̂3 = 1,

zaś wyznaczone wtedy odkszta lcenia wszystkich prętów kratownicy stanowić mogą 3-cią

kolumnę odkszta lceniowej macierzy wp lywu.

2.3.5. Algorytm wyznaczania macierzy wp lywu

Poniżej prezentujemy ogólny algorytm obliczania macierzy wp lywu. Dotyczy on kon-

strukcji sk ladającej się w laściwie z dowolnych elementów skończonych. Od rodzaju ele-

mentu skończonego zależeć będzie liczba i typ możliwych do na lożenia na niego dystorsji

jednostkowych, a zatem również i sposób realizacji odpowiedniego obciążenia kompen-

sacyjnego. Efektywność algorytmu wymaga, aby (oprócz standardowych procedur typu

przygotowanie miejsca w pamięci komputera dla obliczanej macierzy wp lywu itp.) wy-

konana na wstępie zosta la dekompozycja symetrycznej macierzy sztywności konstruk-

cji: K = L LT, czyli wymaga wyznaczenia dolnotrójkątnej macierzy L (tzw. rozk lad

Banachiewicza–Cholesky’ego macierzy symetrycznej). Następnie dla każdej obliczanej ko-

lumny macierzy wp lywu należy kolejno postępować wed lug następujących punktów:

• Wyznaczamy wektor statycznego obciążenia kompensacyjnego Q̂(e) ekwiwalentnego

na lożeniu na element e określonej dystorsji jednostkowej j.

• Dokonujemy transformacji obciążenia Q̂(e), konstruując globalny wektor kompen-

sacyjnego obciążenia statycznego Q̂ adekwatny na lożeniu na konstrukcję dystorsji

jednostkowej j.

• Rozwiązujemy uk lad równań równowagi statycznej konstrukcji K q = Q̂ , przy za-

danym obciążeniu kompensacyjnym. Do rozwiązania uk ladu wykorzystujemy ma-

cierz L, uzyskaną z dekompozycji macierzy K. Otrzymujemy wektor uogólnionych

przemieszczeń q wywo lanych przyjętym stanem dystorsji jednostkowej.

• Wektor przemieszczeń q stanowi pe lną kolumnę przemieszczeniowej macierzy wp ly-

wu – w praktyce w wielu zagadnieniach często istotne są tylko niektóre z przemiesz-

czeń i tylko te magazynujemy (będzie to specyficzna ogólna macierz wp lywu). Ge-

neralnie jednak wektor q wykorzystujemy do obliczenia wektora funkcji odpowiedzi

czyli istotnych dla danego zagadnienia wielkości, których wp lyw można później ska-

lować i superponować. W przypadku ogólnej macierzy wp lywu magazynujemy więc

dowolnie przez nas określone liniowe kombinacje obliczonych przemieszczeń węz lo-

wych. Z kolei wektor wp lywu fundamentalnej dla wyznaczania dystorsji macierzy

odkszta lceniowej dostaniemy, obliczając interesujące nas odkszta lcenia elementów

konstrukcji. W tym celu kolejno dla każdego interesującego nas elementu skończone-

go e określamy wektor lokalnych węz lowych przemieszczeń uogólnionych q(e), który

następnie wykorzystujemy do wyznaczenia wielkości opisujących odkszta lcenie tego

elementu. Liczba tych wielkości zależeć będzie od typu elementu skończonego.

Ca lą procedurę powtarzamy dla kolejnych stanów dystorsji jednostkowych. Należy przy

tym jeszcze raz podkreślić, iż dysponujemy zdekomponowaną (jednorazowo, na początku
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algorytmu) macierzą sztywności konstrukcji K, co znacznie obniża koszty numeryczne,

natomiast istota postępowania sprowadza się do wyznaczenia kompensacyjnego wektora

prawej strony statycznego równania równowagi oraz przekszta lceń bazujących na otrzy-

manym wektorze uogólnionych przemieszczeń węz lów konstrukcji.

Przedstawiona procedura pozwala wyznaczyć macierz wp lywu wykorzystywaną w kla-

sycznej Metodzie Dystorsji Wirtualnych, odpowiednią dla zagadnień statyki konstrukcji.

Można więc tutaj mówić o statycznej macierzy wp lywu. Macierz tą starano się rów-

nież wykorzystywać w pewnych problemach dynamiki konstrukcji, gdzie musia la ona być

obliczana dla każdego kroku czasowego. Pojęcie i algorytm wyznaczania dynamicznej

macierzy wp lywu, czy też raczej tzw. impulsowej macierzy wp lywu, pozwalają-

cej na konsekwentne wykorzystanie idei dystorsji wirtualnych w zagadnieniach dynamiki

ma lych drgań, zaprezentowane zostaną w dalszej części pracy.

2.3.6. Przyk ladowe macierze wp lywu dla kratownic

Poniżej zamieszczono dwa proste przyk lady wyznaczania macierzy wp lywu dla dwu-

oraz trój-elementowej kratownicy. Przyk lady podają analityczne wyrażenia na macierze

wp lywu w zależności od cech ich elementów. Oczywíscie w praktycznych przypadkach

wszystkie obliczenia są przeprowadzane numerycznie wed lug przedstawionej powyżej pro-

cedury z wykorzystaniem algorytmów Metody Elementów Skończonych.

Przyk lad 2.1 : Wyznaczymy macierz wp lywu dla rozpatrywanej uprzednio kratownicy

sk ladającej się z dwóch elementów (rys. 2.1(a)). Przyjmując pola przekrojów poprzecznych

oraz modu ly Younga dla prętów jako (odpowiednio): A1, A2 oraz E1, E2,  latwo możemy

wyznaczyć si ly osiowe w elementach dla konstrukcji obciążonej w przesuwnym węźle si lą P

(rys. 2.1(d)):

N1 =
E1A1

E1A1 + E2A2

P, N2 =
E2A2

E1A1 + E2A2

P, (2.14)

a następnie odkszta lcenia pod lużne – w przypadku tej konstrukcji identyczne dla obu prętów:

ε1 = ε2 =
P

E1A1 + E2A2
. (2.15)

Powyższe wyrażenie na odkszta lcenia tak obciążonej kratownicy pozwala nam okréslić

wszystkie sk ladowe macierzy wp lywu. Zauważmy bowiem, że na lożenie pary si l kompensacyj-

nych Pj na j-ty element tej konstrukcji (j = 1, 2) jest równoważne przypadkowi obciążenia

jej si lą P = Pj jak na rys. 2.1(d). Wprowadzenie stanu dystorsji jednostkowej w j-tym pęcie

kratownicy oznacza, że wartość każdej z si l kompensacyjnych równa się sztywności pod lużnej

tego pręta. Podstawiając zatem P = Pj = EjAj do równań (2.15) otrzymujemy wzór na

(w tym przypadku sobie równe) obie sk ladowe j-tej kolumny macierzy wp lywu:

D1j = D2j =
EjAj

E1A1 + E2A2

, (j = 1, 2). (2.16)
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Ca la macierz wp lywu ma więc postać:

D =







E1A1

E1A1 + E2A2

E2A2

E1A1 + E2A2

E1A1

E1A1 + E2A2

E2A2

E1A1 + E2A2







. (2.17)

Jak widać (w ogólności) nie jest to macierz symetryczna.

W szczególnym przypadku, gdy oba pręty kraty są wykonane z materia lów o takich samych

w lasnościach sprężystych (tj. gdy E1 = E2), macierz wp lywu upraszcza się do postaci zależnej

tylko od pól przekrojów poprzecznych:

D =







A1

A1 + A2

A2

A1 + A2

A1

A1 + A2

A2

A1 + A2







. (2.18)

Analogiczy wzór otrzymamy dla przypadku identycznych pól przekrojów (A1 = A2), przy

dowolnych modu lach sprężystości materia lów, z których wykonane są pręty. Wystarczy tylko

w wyrażeniu (2.18) podstawić Ei zamiast Ai (i = 1, 2). Z kolei dla obu prętów o takich

samych cechach sztywnościowych (tj. k
(1)
EA = k

(2)
EA) wszystkie sk ladowe macierzy wp lywu są

równe 1/2.

Wykorzystując wzór (2.16),  latwo można pokazać sensowny przyk lad ogólnej macierzy

wp lywu D̆. Wyobraźmy sobie sytuację, w której istotnym parametrem jest pionowe przemiesz-

czenie swobodnego węz la kratownicy. Zatem ogólna macierz wp lywu, w której postanowilísmy

zapisać wp lyw dystorsji jednostkowych na to przemieszczenie jest równa

D̆ =

[
E1A1L

E1A1 + E2A2

E2A2L

E1A1 + E2A2

]

. (2.19)

Przyk lad 2.2 : Rysunek 2.3(a) przedstawia kratownicę o trzech prętach sprężystych.

Dla uproszczenia przyjmujemy, że sztywności wszystkich elementów kratownicy są takie same,

tzn.:

k
(1)
EA = k

(2)
EA = k

(3)
EA = EA. (2.20)

(a) (b) (c)

Rys. 2.3. Trójelementowa kratownica sprężysta.
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Dla obciążenia si lą P przy lożoną jak na rys. 2.3(b) otrzymujemy następujące równania na

si ly osiowe:

N1 = N3 =
cos2(α)

1 + 2 cos3(α)
P, N2 =

1

1 + 2 cos3(α)
P. (2.21)

Wzory te wykorzystamy do obliczenia odpowiedzi sprężystej (tj. odkszta lceń) konstrukcji dla

dystorsji jednostkowej na lożonej na element środkowy.

Dla obciążenia przy lożonego jak na rys. 2.3(c) si ly osiowe w prętach są następujące:

N1 =
1 + 4 cos3(α)

2 + 4 cos3(α)
P, N2 =

cos(α)

1 + 2 cos3(α)
P, N3 = −

1

2 + 4 cos3(α)
P. (2.22)

Ze względu na symetrię prętów 1 i 3, analogiczne wyrażenia otrzymamy dla obciążenia P

przy lożonego w tym samym węźle, ale o kierunku wzd luż osi elementu nr 3. Równania te

pos lużą określeniu odkszta lceń wywo lanych dystorsjami w prętach ukośnych.

Efekt dystorsji jednostkowej zadanej w środkowym pręcie kraty uzyskamy przyk ladając do

jego końców parę si l osiowych o wartościach k
(2)
EA. Jest to równoważne obciążeniu konstrukcji

si lą P = k
(2)
EA zgodnie z rys. 2.3(b). Analogicznie, jednostkową dystorsję w elemencie nr 1

realizuje obciążenie P = k
(1)
EA przy lożone jak na rys. 2.3(c). Zauważmy, że ze względu na

równość sztywności pod lużnych (2.20), w każdym z przypadków faktycznie przyjmujemy war-

tość P = EA. Odpowiedź sprężystą konstrukcji otrzymamy obliczając odkszta lcenia sprężyste

w każdym z elementów:

εi =
Ni

k
(i)
EA

=
Ni

EA
, (i = 1, 2, 3). (2.23)

Sk ladowe pierwszej kolumny macierzy wp lywu są równe D1i = εi, gdzie εi stanowią od-

kszta lcenia obliczone dla dystorsji jednostkowej zadanej w elemencie nr 1, tj. dla obciążenia

P = EA przy lożonego jak na rys. 2.3(c). Sk ladowe kolumny środkowej wynoszą D2i = εi,

gdzie odkszta lcenia εi obliczono dla dystorsji jednostkowej zadanej w elemencie nr 2, tj. dla

obciążenia P = EA przy lożonego jak na rys. 2.3(b). Ostatnią kolumnę wyznaczamy analogicz-

nie jak pierwszą (dzięki symetrii strukturalnej prętów nr 1 i 2). W ten sposób, wykorzystując

równania (2.21), (2.22) oraz (2.23), wyznaczamy pe lną, odkszta lceniową macierz wp lywu dla

kratownicy:

D =
1

2 + 4 cos3(α)






1 + 4 cos3(α) 2 cos2(α) −1

2 cos(α) 2 2 cos(α)

−1 2 cos2(α) 1 + 4 cos3(α)




 . (2.24)

Jak widać nie jest to macierz symetryczna.  Latwo można również oszacować, że (przy spe lnie-

niu przyjętego za lożenia α ∈
(
0 , π

2

)
) elementy na przekątnej wynoszą: D11 = D33 ∈

(
1
2
, 5

6

)
,

D22 ∈
(

1
3
, 1

)
, a więc zawsze są dodatnie i nie większe niż 1.

2.3.7. Podsumowanie: cechy i przeznaczenie macierzy wp lywu

Stanowiąca fundament MDW odkszta lceniowa macierz wp lywu charakteryzuje się na-

stępującymi w laściwościami:
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• jest macierzą kwadratową,

• ma na diagonali sk ladniki dodatnie, ale nie większe od jedności, tzn.: 0 < Dii 6 1

(poza diagonalą sk ladowe mogą przyjmować wartości dowolne),

• jest niezbędna dla obliczenia dystorsji wirtualnych modelujących pewne oddzia ly-

wania o charakterze nieliniowym.

Macierz ta jest szczególnym przypadkiem ogólnej macierzy wp lywu (macierzy odpowie-

dzi), która – w ogólności – nie posiada powyższych cech. Ogólna macierz wp lywu pozwala

na szybkie uwzględnienie wp lywu modyfikacji modelowanych przez dystorsje wirtualne na

istotne w danym zagadnieniu parametry, bez odwo lywania się przy tym do numerycznego

modelu konstrukcji. Może to w istotny sposób pomóc w stosowaniu MDW, której istota

polega na możliwości wielokrotnego, wirtualnego modyfikowania konstrukcji – modyfiko-

wania zautomatyzowanego, tzn. pod kontrolą algorytmów sterujących.

2.4. Zastosowania MDW w zagadnieniach statyki oraz jej za-

lety i ograniczenia

2.4.1. Zastosowania

Metoda Dystorsji Wirtualnych znalaz la zastosowanie w następujących zagadnieniach

statycznych:

• opis stanów sprężeń w jedno- i wielofazowych ustrojach sprężystych [10, 11, 12],

• optymalne przeprojektowywanie (remodelling) ustrojów sprężystych (polegające na

przenoszeniu części materia lu z jednego miejsca konstrukcji w inne), w szczególności

projektowanie optymalnej topologii konstrukcji kratowych [15, 16, 14, 20, 36, 37, 35]

oraz ramowych [40, 21, 46],

• modelowanie wzmocnienia i os labienia materia lu [35],

• opis (odcinakmi liniowo modelowanych) nieliniowości fizycznych typu locking mate-

rials lub ustrojów z luzami wewnętrznymi [10],

• analiza wrażliwości pól naprężeń, odkszta lceń i przemieszczeń na modyfikację para-

metrów projektowych (np. pola przekroju elementu) [35],

• modelowanie rys i pęknięć oraz ich postępującego rozwoju (budowle historycz-

ne) [50, 51, 52],

• analiza niezawodności i postępującego zniszczenia (wieże wiertnicze) [49],

• modelowanie zachowania elementów aktywnych w ustrojach sterowalnych (tzw.

smart structures) [24, 22, 17, 19, 26, 15, 16, 21],

• modelowanie i analiza sieci wodnych, dzięki zastosowaniu idei i algorytmów MDW

(adaptacja dla równań przep lywu cieczy) [23].

2.4.2. Zalety

Podstawowymi zaletami MDW są:
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• względna prostota,

• efektywne wykorzystanie pierwotnego modelu ustroju (dokonywane są tylko mody-

fikacje wirtualne),

• beziteracyjne rozwiązywanie pewnych zagadnień, które przy użyciu klasycznych me-

tod wymagają stosowania iteracji,

• możliwość wykorzystania opracowanej metodologii jak również podstawowych opro-

gramowanych i przetestowanych algorytmów (po ewentualnej niezbyt skomplikowa-

nej adaptacji) do analogicznych zagadnień liniowych z innych dziedzin.

2.4.3. Ograniczenia

MDW podlega dosyć restrykcyjnym ograniczeniom, które należy wziąć pod uwagę,

rozważając możliwość jej stosowania. Są to przede wszystkim:

• liniowość geometryczna (istotą MDW jest intensywne wykorzystanie zasady su-

perpozycji) – w przypadku dużych przemieszczeń MDW można stosować, jeśli na

kolejnych przyrostach aktualizuje się macierz wp lywu, co często może okazać się

ma lo efektywne,

• problem rozmiaru macierzy wp lywu,

• możliwość stosowania do zagadnień statycznych, bądź quasi-statycznych.

Odpowiedzią na ostatnie z ograniczeń jest prezentowana w niniejszej pracy oryginalna

wersja metody – Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych – przeznaczona dla

dynamicznych uk ladów liniowych.



ROZDZIAŁ 3
Dystorsje wirtualne

w płaskiej konstrukcji ramowej

3.1. Wprowadzenie

W rozdziale poprzednim przedstawiono koncepcję statycznej Metody Dystorsji Wir-

tualnych na przyk ladzie konstrukcji kratowych. Jak już wspomniano, w przypadku teorii

kratownic trywializacji ulega wiele aspektów samej już teorii konstrukcji, a zatem również

Metody Elementów Skończonych (MES), która stanowi bazę dla MDW. Jest to powodem

pewnych uproszczeń, które pojawiają się w sformu lowaniu MDW dla krat, co zresztą po-

zwala na bardzo przystępną prezentację jej g lównych idei. G lównej tego przyczyny należy

upatrywać w fakcie, iż stan odkszta lcenia elementu kratowego ma tylko jedną sk ladową,

a co za tym idzie istnieje tylko jeden możliwy typ imperfekcji (wyd lużenie lub skrócenia

pręta kratowego), a więc jeden rodzaj dystorsji, którą można wykorzystać do modelowa-

nia zmiany jedynego parametru sztywności jakim jest sztywność pod lużna. W przypadku

elementów ramowych taka trywializacja już nie występuje.

W tym rozdziale podane zostanie sformu lowanie MDW dla p laskich konstrukcji ramo-

wych. Zaprezentowane tutaj postępowanie będzie jednak mia lo o wiele bardziej ogólny

charakter – podobnie jak poprzednio przedstawione koncepcje dadzą się uogólnić dla

ustrojów sk ladających się z innych elementów skończonych, przy czym uchwycone zo-

staną aspekty, które nie występowa ly w przypadku kratownic. W pracy [21] podano

realizację dystorsji wirtualnych dla elementach ramowych, jednak w nieco innym ujęciu

niż w niniejszym opracowaniu (nie skorzystano z rozwiązania zagadnienia w lasnego dla

macierzy sztywności elementu skończonego).

35
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Rozdzia l jest dość obszerny. Na wstępie przypomniane zostaną podstawowe pojęcia,

równania i związki dotyczące teorii dwuwymiarowych ram p laskich oraz belkowego ele-

mentu skończonego. Zostaną przedstawione rodzaje dystorsji “punktowych”, które można

realizować w belkach, oczywíscie konsekwentne z występującymi w nich stanami uogól-

nionych odkszta lceń. Dla elementu skończonego przedstawiony zostanie sposób określania

podstawowych stanów deformacji, a zatem i dystorsji wraz z odpowiadającymi im uk la-

dami si l kompensacyjnych. Jak  latwo przewidzieć liczba dystorsji zależeć będzie stopni

swobody elementu, a sugerowane postępowanie (dla dowolnych elementów skończonych)

polegać będzie na rozwiązaniu zagadnienia w lasnego macierzy sztywności elementu w celu

określenia jego deformacji w lasnych. W dalszej części rozdzia lu pokazany zostanie spo-

sób budowy macierzy wp lywu dla konstrukcji ramowych (zilustrowany przyk ladami), na

zakończenie zaś przedstawiona zostanie idea modelowania defektów w belkach związana

z modyfikacją ich parametrów projektowych.

3.2. Podstawowe równania belki p laskiej

Rysunek 3.1 przedstawia fragment prostego pręta pryzmatycznego, którego oś jest

równoleg la do osi x prawoskrętnego uk ladu wspó lrzędnych kartezjańskich 0xyz. Mniej

lub bardziej dok ladny opis zginania, skręcania i rozciągania takiego pręta można  latwo

znaleźć w wielu pozycjach z literatury dotyczącej mechaniki budowli – np. [4], jak również

Metody Elementów Skończonych (dla mechaniki) – np. [45, 2, 47, 32, 54, 38]. Będziemy

rozpatrywać zagadnienie osiowego rozciągania (ściskania) i jednocześnie p laskiego zgina-

nia takiego pręta w p laszczyźnie z = const. Podamy podstawowe równania opisujące to

zagadnienie w ramach tzw. teorii I rzędu, która jako podstawę przyjmuje za lożenie ma lych

przemieszczeń. Z za lożenia tego wynika między innymi fakt, że dla pręta prostego równa-

nia opisujące stan osiowego rozciągania (ściskania) oraz stan zginania są względem siebie

rozdzielone, a zatem stany te mogą być rozwiązywane ca lkowicie niezależnie, a następnie

– dzięki wykorzystaniu zasady “zesztywnienia”, obowiązującej przy ma lych przemiesz-

czeniach – superponowane. Na rys. 3.1 przedstawiono również obciążenia zewnętrzne

– są to dzia lające na jednostkę d lugości pręta: si la pod lużna nx, si la poprzeczna ty oraz

moment zginający mz.

Rys. 3.1. Pręt ramy p laskiej.
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Rys. 3.2. Równowaga lokalna p laskiego pręta ramowego.

Wycinek pręta o d lugości dx wraz z wszystkimi dzia lającymi nań uogólnionymi si lami

pokazano na rys. 3.2. Oprócz obciążeń zewnętrznych na infinitezymalny element belki

dzia lają uogólnione si ly przekrojowe:

• Nx, Ty – si ly: pod lużna i poprzeczna,

• Mz – moment zginający belkę w p laszczyźnie z = const.

Uogólnione si ly przekrojowe są ca lkami odpowiednich naprężeń po polu przekroju po-

przecznego pręta:

Nx =

∫

A

σx dA, Ty =

∫

A

σxy dA, Mz =

∫

A

σx y dA. (3.1)

Aby wycinek belki znajdowa l się w stanie równowagi, wszystkie dzia lające na niego

obciążenia muszą spe lniać warunki równowagi p laskiego uk ladu si l:
∑

X = 0,
∑

Y = 0,
∑

Mz = 0. Podstawiając do nich si ly dzia lające na wycinek dx, otrzymujemy równania

równowagi, wiążące uogólnione si ly przekrojowe z obciążeniami zewnętrznymi:

dNx

dx
+ nx = 0,

dTy

dx
+ ty = 0,

dMz

dx
+ Ty + mz = 0. (3.2)

Punkty leżące na osi odkszta lcalnego pręta mogą doznawać przesunięć, a przypo-

rządkowane tym punktom przekroje – obrotów. Sk ladowe wektora uogólnionych prze-

mieszczeń osi pręta to:

• u, w – przemieszczenia poziome i pionowe punktów osi pręta,

• ϕz – kąt obrotu (w p laszczyźnie z = const) przekrojów poprzecznych belki; w ogól-

ności zak ladamy, że obrót ten nie jest tożsamy z kątem, jaki odkszta lcona oś pręta

tworzy z osią x; natomiast w szczególności przyjmować będziemy tzw. za lożenie

Bernoulliego, w którym rezygnujemy z kinematycznej niezależności kąta ϕz – jest

on wtedy w jednoznaczny sposób zależny od ugięcia w.

Ponadto należy przypomnieć i podkreślić, że przyjmując za lożenie ma lych przemieszczeń

zak ladamy, iż zarówno przesunięcia jak i obroty przyjmują odpowiednio ma le wartości.

Z opisanymi przemieszczeniami wiążą się uogólnione odkszta lcenia pręta – należą

do nich:

• ǫx – wyd lużenie osi pręta (odkszta lcenia pod lużne),
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• ρy – uśredniony kąt odkszta lcenia postaciowego (odkszta lcenia postaciowe),

• κz – krzywizna osi pręta (odkszta lcenia zgięciowe).

Odkszta lcenia pod lużne i zgięciowe (krzywiznowe) nie wymagają chyba komentarza. Na-

leży natomiast przypomnieć, że kąt odkszta lcenia postaciowego jest pewną uśrednioną

miarą deplanacji przekroju poprzecznego belki – w modelu matematycznym przekrój

ten po deformacji (tj. wygięciu belki) pozostaje p laski, ale obrócony o pewien (uśred-

niony) kąt w stosunku do pierwotnego po lożenie prostopad lego względem osi g lównej.

Taki model jest często określany mianem belki Timoshenki. Wzajemne korelacje pomię-

dzy ugięciem w, kątem odkszta lcenia postaciowego ρy, oraz ca lkowitym kątem obrotu ϕz

przekroju poprzecznego belki p laskiej przedstawiono na rys. 3.3(a). Wp lyw odkszta lceń

postaciowych jest z regu ly o wiele mniejszy niż odkszta lceń krzywiznowych i należy

go uwzględniać tylko w przypadku belek o (względnie) dość “wysokim” przekroju po-

przecznym. Zazwyczaj można ten wp lyw zaniedbać przyjmując za lożenie Bernoulliego

wraz z wynikającymi z niego konsekwencjami (patrz dalej). Przypadek ten pokazano

na rys. 3.3(b).

(a) (b)

Rys. 3.3. Wzajemne relacje pomiędzy w, ϕz i ρy dla przypadków: (a) uwzględniania od-

kszta lceń postaciowych (wed lug hipotezy Timoshenki), (b) stosowania za lożenia Bernoulliego.

Związki geometryczne określające relacje pomiędzy odkszta lceniami uogólnionymi

i przemieszczeniami osi belki są następujące:

ǫx =
du

dx
, ρy =

dw

dx
− ϕz, κz =

dϕz

dx
. (3.3)

Przyjmujemy, że dla każdego x przekrój pręta wykonany jest z jednorodnego, izotropo-

wego materia lu liniowo spężystego. Zatem związki konstytutywne –  lączące uogólnione

odkszta lcenia sprężyste z si lami wewnętrznymi – mają następującą postać:

ǫx =
Nx

EA
+ ǫ̂x, ρy =

βyTy

GA
+ ρ̂y, κz =

Mz

EJz

+ κ̂z, (3.4)
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gdzie: E, G = E
2(1+ν)

to modu ly Younga i Kirchhoffa sprężystego, izotropowego mate-

ria lu pręta (ν jest liczbą Poissona), A, Jz =
∫

A
y2 dA to pole przekroju poprzecznego

oraz jego moment bezw ladności względem osi z, natomiast:

βy =
A

J2
z

∫

A

S2
z (y)

b2
z(y)

dA (3.5)

jest pewną bezwymiarową charakterystyką kszta ltu przekroju poprzecznego pręta, przy

czym: Sz(y) to moment statyczny odpowiedniej części przekroju obliczony względem osi z,

zaś bz(y) – szerokość przekroju w odleg lości y od osi z.

W równaniach konstytutywnych (3.4) pojawiają się bardzo ważne dla koncepcji dys-

torsji wirtualnych wielkości: ǫ̂x, ρ̂y, κ̂z. Są to odpowiednie odkszta lcenia uogólnione wyni-

kające z oddzia lywań pozastatycznych na lożonych na rozpatrywany przekrój belki, takich

jak np. imperfekcja geometryczna, czy obciążenie termiczne. Odwrotna postać związku

konstytutywnego jest następująca:

Nx = EA (ǫx − ǫ̂x), Ty =
GA

βy
(ρy − ρ̂y), Mz = EJz (κz − κ̂z), (3.6)

Za lożenie Bernoulliego mówi, że przekroje poprzeczne belki (tj. prostopad le do jego

osi) nie tylko pozostają p laskie po deformacji, ale również prostopad le do osi odkszta l-

conego pręta (patrz rys. 3.3(b)). Akceptując to za lożenie, pomijamy ca lkowicie wp lyw

odkszta lceń postaciowych, czyli przyjmujemy, że ρy = 0 (i oczywíscie również ρ̂y = 0), co

oznacza (zgodnie z równaniem (3.3)2), że kąt obrotu osi pręta jest teraz równy:

ϕz =
dw

dx
, (3.7)

a krzywizna

κz =
d2w

dx2
. (3.8)

Zatem kąt obrotu ϕz przestaje być zmienną niezależną.

Zgodnie ze związkiem konstytutywnym (3.6)2 si la poprzeczna Ty powinna być teraz

zerowa. Z równania równowagi (3.2)3 wynika jednak, że:

Ty = −
dMz

dx
− mz. (3.9)

Oczywíscie w ogólnym przypadku wyrażenie to jest niezerowe – nie można więc pomijać

si l poprzecznych, gdyż niezbędne są one do zachowania równowagi lokalnej. Zatem nie-

zerowa si la poprzeczna Ty nie wykonuje pracy na żadnych odkszta lceniach i nie podlega

związkowi konstytutywnemu, gdyż musimy zrezygnować z wzorów (3.4)2 i (3.6)2. Jest to

pewna niekonsekwencja, a zarazem odmienność w stosunku do innych – w laściwych si l

wewnętrznych (tj. Nx i Mz), wynikające z przyjętego za lożenia. Si ly poprzeczne należy

więc w tym przypadku traktować raczej jako swego rodzaju reakcję wewnętrzną oblicza-

ną wed lug wzoru (3.9), a nie jako “pe lnoprawną” si lę wewnętrzną, mającą swój udzia l

w energii sprężystej (rozumianej jako praca si l wewnętrznych na uogólnionych odkszta l-

ceniach sprężystych).
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3.3. Dystorsje w belce p laskiej

Wprowadzenie dystorsji w danym punkcie konstrukcji oznacza wygenerowanie w tym

punkcie wstępnego odkszta lcenia ǫ̂. W przypadku belki przez punkt konstrukcji rozumie-

my przekrój poprzeczny określony jednoznacznie przez wspó lrzędną x. W każdym prze-

kroju x belki określone są uogólnione odkszta lcenia (3.3), które grupujemy w wektor

uogólnionych odkszta lceń belki p laskiej:

ǫ
def
=






ǫx

ρy

κz




 . (3.10)

Jeśli pomijamy odkszta lcenia postaciowe (3.3)2, to dla każdego x określony jest wektor

odkszta lceń uogólnionych w postaci:

ǫ
def
=

[

ǫx

κz

]

. (3.11)

Zatem w każdym punkcie x belki p laskiej możemy wprowadzić dystorsję jednoznacznie

określoną przez wektor

ǫ̂
def
=






ǫ̂x

ρ̂y

κ̂z




 , albo ǫ̂

def
=

[

ǫ̂x

κ̂z

]

(3.12)

przy czym w tym drugim przypadku ca lkowicie pomijamy dystorsje (odkszta lcenia) po-

staciowe.

Sk ladową ǫ̂x wektora dystorsji będziemy nazywać dystorsją pod lużną, natomiast

sk ladowe κ̂z i ρ̂y to dystorsja krzywiznowa oraz dystorsja postaciowa. Dystorsja

pod lużna opisuje wprowadzenie w punkcie belki wstępnego odkszta lcenia pod lużnego,

natomiast dystorsja krzywiznowa – wstępnego stanu czystego zginania. Z kolei dystorsja

postaciowa opisuje wprowadzenie wstępnego stanu ścinania w punkcie pręta. Przypo-

mnijmy jednak, że w konstrukcji belkowej nie jest możliwy stan czystego ścinania – od-

kszta lceniom postaciowym ρy zawsze towarzyszyć będą odkszta lcenia stanu zginania κz.

Zatem nie można również mówić o generowniu w punkcie belki czystej dystorsji postacio-

wej ρ̂y, gdyż towarzyszyć jej musi odpowiednia sk ladowa zgięciowa κ̂z. Można natomiast

wprowadzać czyste wstępne odkszta lcenia pod lużne ǫ̂z albo krzywiznowe κ̂z, przy czym

każde z nich z regu ly wygeneruje w konstrukcji ramowej, której fragmentem jest belka,

odkszta lcenia resydualne dowolnej postaci.

3.4. Element skończony ramy p laskiej

W podrozdziale tym zajmiemy się ramowym elementem skończonym. Istnieje bogata

literatura dla Metody Elementów Skończonych [45, 54, 32, 47, 2, 3, 38, 4, 9] – w każdej

z tych pozycji można znaleźć opis elementów ramowych.
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Rys. 3.4. Element skończony ramy p laskiej.

Rozpatrzmy element skończony ramy p laskiej pokazany na rys. 3.4. Przyjmujemy,

że element e o d lugości L, w ca lości wykonany jest z materia lu sprężystego o module

Younga E i module Kirchhoffa G. Pole przekroju poprzecznego elementu wynosi A, a jego

geometrię dodatkowo określają modu l bezw ladności Jz i charakterystyka kszta ltu βy. Na

rysunku przedstawiono dodatnie kierunki zarówno uogólnionych przemieszczeń węz lów

elementu, jak i uogólnionych si l węz lowych. Wektor uogólnionych przemieszczeń

węz lowych, określony w uk ladzie lokalnym elementu, ma postać:

q(e) =
[
u1 w1 ϕ1 u2 w2 ϕ2

]T
, (3.13)

natomiast si ly węz lowe grupujemy w wektor węz lowych obciążeń statycznych w na-

stępujący sposób:

Q(e) =
[
N1 T1 M1 N2 T2 M2

]T
. (3.14)

Element e znajduje się w równowadze, gdy spe lnione jest równanie:

K(e)q(e) = Q(e), (3.15)

gdzie symetryczna macierz sztywności elementu ramy p laskiej wyraża się wzorem:

K(e) = E






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



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





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0 −

6Jz
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12Jz
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−

6Jz
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
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














,

symetria

(3.16)

Występujący w powyższej formule wspó lczynnik γy wynika z uwzględnienia uśrednionych

odkszta lceń postaciowych i ma postać:

γy =
βyEJz

L2GA
=

E

L2GJz

∫

A

S2
z (z)

b2
z(z)

dA =
2(1 + ν)

L2Jz

∫

A

S2
z (z)

b2
z(z)

dA, (3.17)
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wynikającą z wykorzystania wzoru (3.5). W przypadku, gdy pomijamy wp lyw odkszta lceń

postaciowych γy = 0 i wtedy wzór na macierz sztywności jest prostszej postaci:

K(e) = E










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

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

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
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L
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L
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12Jz

L3

6Jz

L2
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L3

6Jz
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4Jz

L
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6Jz
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2Jz

L

A

L
0 0
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L3
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6Jz
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4Jz
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






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
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







.

symetria

(3.18)

Przy wyprowadzeniu podanych tutaj a-priori wzorów na macierz sztywności (3.16)

lub (3.18), ogromnie istotną rolę odgrywają tzw. funkcje kszta ltu, określające związek

pomiędzy uogólnionymi przemieszczeniami węz lów elementu, a jego polem uogólnionych

przemieszczeń. Bardziej szczegó lowo zostaną one omówione w następnym podrozddziale.

Dla zagadnień dynamiki oprócz macierzy sztywności potrzebne są jeszcze macierz

bezw ladności: M(e), oraz macierz t lumienia: C(e). Macierze te (w przeciwieństwie do

macierzy sztywności) nie będą nam potrzebne do opisu typów dystorsyjnych, zatem tutaj

przypomnimy tylko krótko sposób ich wyprowadzenia. Odpowiednie wzory można znaleźć

w literaturze [45, 54, 32, 47, 2, 3, 6, 9].

Macierz bezw ladności (zwana również macierzą mas) otrzymywana jest poprzez róż-

niczkowanie po czasie pola przemieszczeń elementu i wykorzystanie zasady d’Alamberta.

Jest ona – podobnie jak macierz sztywności – symetryczna, i często nazywana jest konse-

kwentną7) macierzą bezw ladności, ponieważ przy jej konstrukcji wykorzystuje się te same

funkcje kszta ltu, co w przypadku macierzy sztywności. Czasem można również pos lugiwać

się tzw. diagonalną macierzą bezw ladności, którą konstruuje się dla mas skupionych w wę-

z lach, często pomijając przy tym rotacyjne stopnie bezw ladności. Stosowanie diagonalnej

macierzy mas powinno być konsekwentne, tzn. dla wszystkich elementów konstrukcji, tak,

aby otrzymać diagonalną macierz bezw ladności ca lej konstrukcji, co ma na celu zmniej-

szenie kosztów numerycznych i uproszczenie analizy dynamicznej. W ogólności jednak,

tego typu podej́scie daje wyniki o wiele mniej dok ladne i ma ono sens tylko w przypadku

dość gęstej dyskretyzacji lub gdy mamy do czynienia z dyskretnym rozk ladem masy (duże

masy skupione w węz lach).

Określenie macierzy t lumienia jest zagadnieniem o wiele bardziej skomplikowanym.

Jej postać zależy od przyjętego modelu t lumienia. Na szczęście w obszernej klasie zagad-

nień dynamiki t lumienie może być ca lkowicie pominięte. Wyrażenie na elementową ma-

cierz t lumienia, C(e), można otrzymać postępując analogicznie jak w przypadku macierzy

bezw ladności, przy czym zamiast czynnika gęstości masy występuje parametr t lumienia.

7) Używana jest również nazwa konsystentna macierz mas, nawiązująca do terminologii angielskiej

(consistent [ang.] – konsekwentny, zgodny).
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Określanie tego parametru dla poszczególnych elementów nie jest proste i nie zawsze ma

sens, gdyż t lumienie jest jednak cechą o wiele bardziej w laściwą dla ca lej konstrukcji niż

możliwą do z lożenia z t lumień charakterystycznych dla jej poszczególnych fragmentów.

W praktyce zwykle określa się macierz t lumienia globalnie dla ca lej konstrukcji. Najczę-

ściej przyjmuje się wtedy prosty model t lumienia proporcjonalnego, w którym globalna

macierz t lumienia konstrukcji C jest kombinacją liniową globalnej macierzy sztywności K

i globalnej macierzy bezw ladności M, tzn.:

C = αwew K + αzew M, (3.19)

gdzie αwew i αzew są wspó lczynnikami t lumienia wewnętrznego i zewnętrznego. Procedura

ich wyznaczania bazuje na określeniu t lumienia charakterystycznego dla poszczególnych

postaci drgań w lasnych, przy czym: jeśli αwew = 0, to w konstrukcji postacie drgań odpo-

wiadające najwyższym częstościom w lasnym są t lumione s labo, natomiast jeśli αzew = 0,

to postacie drgań o najwyższych częstościach są t lumione silnie. T lumienie konstrukcji

opisane macierzą C o postaci (3.19) nosi nazwę t lumienia Rayleigha.

3.5. Sk ladowe odkszta lcenia i dystorsje w elemencie ramy p la-

skiej

Jak wiadomo w Metodzie Elementów Skończonych (MES) stanowiącej podstawę dla

MDW niewiadomymi są uogólnione przemieszczenia węz lów konstrukcji. Z kolei wektor

prawej strony uk ladu równań MES stanowią obciążenia węz lowe. Oznacza to, iż wszyst-

kie obciążenia statyczne konstrukcji muszą być najpierw sprowadzone do adekwatnych im

obciążeń węz lowych. Również oddzia lywania pozastatyczne (w tym dystorsje wirtualne)

zastąpione muszą być ekwiwalentnym obciążeniem kompensacyjnym w postaci uk ladu

uogólnionych si l węz lowych. Oczywíscie przemieszczeniowe warunki brzegowe uwzględ-

niane są w trakcie rozwiązywania podstawowego uk ladu równań liniowych MES, a ich

obecność warunkuje możliwość wyznaczenia jednoznacznego rozwiązania (kinematyczne

warunki brzegowe muszą zapewniać geometryczną niezmienność konstrukcji, czyli nie-

osobliwość macierzy sztywności). Po rozwiązaniu uk ladu równań MES można starać się

uwzględnić specyficzny charakter obciążenia danego elementu rozpatrując jego lokalną

równowagę. Podobnie jak dowolnemu obciążeniu elementowemu odpowiada pewien stan

obciążeń węz lowych, tak i dowolną dystorsję, tj. wstępną deformację elementu, można

sprowadzić do pewnych względnych przemieszczeń i obrotów jego węz lów – te wstępne,

uogólnione przemieszczenia węz lów wyznaczą wp lyw lokalnie zadanej dystorsji na pozo-

sta le elementy ustroju. Z kolei pola przemieszczeń uogólnionych elementu skończonego

w jednoznaczny sposób zależą od przemieszczeń węz lowych tego elementu. Zależność ta

opisana jest za pomocą wspomnianych już funkcji kszta ltu. Dla różnych elementów

skończonych funkcje te konstruowane są w różny sposób, zawsze jednak w zależności od

liczby i charakteru geometrycznych parametrów węz lowych.

W związku z rozdzieleniem stanów odkszta lcenia pod lużnego i krzywiznowego, prze-

mieszczenia poziome prętowego elementu skończonego zależą tylko od poziomych prze-
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mieszczeń jego węz lów:

u(e)(x) = Nuu1(x) u1 + Nuu2(x) u2, (3.20)

natomiast jego ugięcia oraz kąty obrotu przekrojów poprzecznych zależą od przemieszczeń

pionowych i obrotów węz lów:

w(e)(x) = Nww1(x) w1 + Nwϕ1(x) ϕ1 + Nww2(x) w2 + Nwϕ2(x) ϕ2, (3.21)

ϕ(e)
z (x) = Nϕw1(x) w1 + Nϕϕ1(x) ϕ1 + Nϕw2(x) w2 + Nϕϕ2(x) ϕ2, (3.22)

Występujące w równaniach (3.20)–(3.22) wielkości Nuu1(x), . . . , Nϕϕ2(x) to w laśnie funk-

cje kszta ltu elementu ramy p laskiej. Ich postać zostanie przedstawiona w dalszej

części tego podrozdzia lu. Teraz przypomnijmy tylko, że w przypadku teorii belek Ber-

noulliego zachodzi związek (3.7), który ca lkowicie uzależnia kąt obrotu ϕ
(e)
z (x) od ugię-

cia w(e)(x). Zgodnie z tym funkcje kszta ltu występujące w równaniu (3.22) muszą być

w tym przypadku pochodnymi odpowiednich funkcji kszta ltu z równania (3.21):

Nϕw1(x) = N ′
ww1

(x), Nϕϕ1(x) = N ′
wϕ1

(x),

Nϕw2(x) = N ′
ww2

(x), Nϕϕ2(x) = N ′
wϕ2

(x).
(3.23)

Symbol “ ′ ” oznacza tutaj różniczkowanie po zmiennej x, tj.: (. . .)′ = d(...)
dx

.

Zdefiniujmy poniżej funkcję wektorową opisującą pola przemieszczeń elementu

ramy p laskiej:

u(e)(x)
def
=







u(e)(x)

w(e)(x)

ϕ
(e)
z (x)







, (3.24)

pamiętając, że w przypadku belek Bernoulliego funkcja ϕ
(e)
z (x) nie będzie sk ladową nie-

zależną. Teraz zależność pola przemieszczeń od uogólnionych przemieszczeń węz lowych

można zapisać zwięźle w postaci:

u(e)(x) = N(e)(x) q(e), (3.25)

gdzie N(e)(x) jest macierzą funkcji kszta ltu o postaci:

N(e)(x) =






Nuu1 0 0 Nuu2 0 0

0 Nww1 Nwϕ1 0 Nww2 Nwϕ2

0 Nϕw1 Nϕϕ1 0 Nϕw2 Nϕϕ2




 . (3.26)

Z kolei odkszta lcenia uogólnione elementu ramy p laskiej opiszemy funkcją wek-

torową analogiczną z definicjami wektorów (3.10) i (3.11), czyli:

ǫ(e)(x)
def
=







ǫ
(e)
x (x)

ρ
(e)
y (x)

κ
(e)
z (x)







, albo ǫ(e)(x)
def
=

[
ǫ
(e)
x (x)

κ
(e)
z (x)

]

, (3.27)
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odpowiednio dla: elementów skończonych uwzględniających odkszta lcenia postaciowe,

oraz elementów wykorzystujących za lożenie Bernoulliego.

Między sk ladowymi wektora odkszta lcenia elementu ramy, a uogólnionymi przemiesz-

czeniami węz lowymi zachodzi związek, będący wynikiem różniczkowania równania (3.25)

zgodnie z formu lami (3.3):

ǫ(e)(x) = B(e)(x) q(e). (3.28)

Występująca w powyższym równaniu macierz pochodnych funkcji kszta ltu8),

B(e)(x), jest wynikiem odpowiedniego różniczkowania sk ladowych macierzy N(e)(x) i moż-

na ją przedstawić jako iloczyn pewnego macierzowego operatora różniczkowego i macierzy

funkcji kszta ltu:

B(e)(x) = ∆ N(e)(x). (3.29)

Postać operatora ∆, jak również jego wymiar, zależy od tego którą z definicji (3.27) za-

stosujemy. Dla elementów ramowych, w których uwzględniamy odkszta lcenia postaciowe

(a więc, gdy stosujemy definicję (3.27)1) przyjmujemy

∆ =






d
dx

0 0

0 d
dx

−1

0 0 d
dx




 (3.30)

i macierz pochodnych funkcji kszta ltu jest macierzą o wymiarze (3 × 6) i postaci:

B(e)(x) =






Bǫu1 0 0 Bǫu2 0 0

0 Bρw1 Bρϕ1 0 Bρw2 Bρϕ2

0 Bκw1 Bκϕ1 0 Bκw2 Bκϕ2




 , (3.31)

gdzie niezerowe sk ladowe wynoszą:

Bǫu1(x) = N ′
uu1

(x), Bǫu2(x) = N ′
uu2

(x), (3.32)

Bρw1(x) = N ′
ww1

(x) − Nϕw1(x), Bρϕ1(x) = N ′
wϕ1

(x) − Nϕϕ1(x),

Bρw2(x) = N ′
ww2

(x) − Nϕw2(x), Bρϕ2(x) = N ′
wϕ2

(x) − Nϕϕ2(x),
(3.33)

Bκw1(x) = N ′
ϕw1

(x), Bκϕ1(x) = N ′
ϕϕ1

(x),

Bκw2(x) = N ′
ϕw2

(x), Bκϕ2(x) = N ′
ϕϕ2

(x),
(3.34)

przy czym, oczywíscie, w powyższych wzorach (. . .)′ = d
dx

.

W przypadku elementów opartych na za lożeniu Bernoulliego pomijamy odkszta lcenia

postaciowe, co oznacza wyzerowanie sk ladowych (3.33):

Bρw1(x) = Bρϕ1(x) = Bρw2(x) = Bρϕ2(x) ≡ 0. (3.35)

8) Macierz ta nazywana jest również macierzą odkszta lcenie-przemieszczenie (z ang. strain-displacement

matrix ).
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Sens ma pos lugiwanie się wtedy definicją (3.27)2, a operator różniczkowy z równa-

nia (3.29) przyjmuje postać:

∆ =

[
d
dx

0 0

0 0 d
dx

]

. (3.36)

Zauważmy jednak, iż lepiej od razu uwzględnić zachodzące w tym przypadku związ-

ki (3.23) i operator ∆ zdefiniować w następujący sposób:

∆ =

[
d
dx

0 0

0 d2

dx2 0

]

. (3.37)

Macierz pochodnych funkcji kszta ltu ma teraz wymiar (2 × 6):

B(e)(x) =

[

Bǫu1 0 0 Bǫu2 0 0

0 Bκw1 Bκϕ1 0 Bκw2 Bκϕ2

]

, (3.38)

a niezerowe sk ladowe są równe (3.32) oraz:

Bκw1(x) = N ′′
ww1

(x), Bκϕ1(x) = N ′′
wϕ1

(x),

Bκw2(x) = N ′′
ww2

(x), Bκϕ2(x) = N ′′
wϕ2

(x),
(3.39)

gdzie symbol “ ′′ ” oznacza drugą pochodną względem x, tj.: (. . .)′′ = d2(...)
dx2 .

Istotą opisanych równaniami (3.25) i (3.28) zależności pól przemieszczeń i odkszta lceń

od przemieszczeń węz lowych są funkcje kszta ltu. W ogólnym przypadku przy konstru-

owaniu funkcji kszta ltu zwykle wykorzystuje się różnego rodzaju techniki interpolacyjne

(wielomiany Lagrange’a, Hermite’a itp.). W przypadku elementu ramowego również moż-

na stosować podej́scie interpolacyjne. Nie jest to jednak konieczne, gdyż dla prętów i be-

lek opis pól przemieszczeń bardzo  latwo można uzyskać przez rozwiązanie odpowiednich

równań różniczkowych – otrzymuje się wtedy tzw. ścis le funkcje kszta ltu9), warun-

kujące zupe lną zgodność MES z rozwiązaniami analitycznymi. I tak, dla stanu osiowego

otrzymujemy funkcje kszta ltu znane z prętów kratowych:

Nuu1(x) = 1 −
x

L
, Nuu2(x) =

x

L
, (3.40)

natomiast dla stanu zgięciowego, przy za lożeniu Bernoulliego10), dostajemy:

Nww1(x) = 1 −
3x2

L2
+

2x3

L3
, Nwϕ1(x) = x −

2x2

L
+

x3

L2
,

Nww2(x) =
3x2

L2
−

2x3

L3
, Nwϕ2(x) = −

x2

L
+

x3

L2
.

(3.41)

9) Często określa się je niezbyt poprawnie terminem fizyczne funkcje kszta ltu.
10)W dalszych rozważaniach ograniczać się już w laściwie będziemy tylko do teorii uwzględniającej za-

 lożenie Bernoulliego. Postępowanie uwzględniające wp lyw odkszta lceń postaciowych jest jednak zupe lnie

analogiczne, a poza tym (jak zostanie pokazane) nie zwiększa liczby parametrów koniecznych do opisu

stanu odkszta lcenia elementu skończonego (z uwagi na niemożność realizacji w belkach stanu czystej

deformacji postaciowej).
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Zauważmy skądinąd, że funkcje (3.40) są wielomianami Lagrange’a jednej zmiennej, zaś

wyrażenia (3.41) to wielomiany Hermite’a pierwszego rzędu.

Dla ścis lych funkcji kszta ltu (3.40), (3.41) macierz pochodnych funkcji kszta ltu (3.38)

wynosi:

B(e)(x) =







−
1

L
0 0

1

L
0 0

0

(

−
6

L2
+

12x

L3

) (

−
4

L
+

6x

L2

)

0

(
6

L2
−

12x

L3

) (

−
2

L
+

6x

L2

)







. (3.42)

Oznacza to, że odkszta lcenia pod lużne są sta le na ca lej d lugości pręta:

ǫ(e)
x (x) = const =

u2 − u1

L
, (3.43)

natomiast krzywizna, opisana wzorem:

κ(e)
z (x) =

(

−
6

L2
+

12x

L3

)

w1 +

(

−
4

L
+

6x

L2

)

ϕ1

+

(
6

L2
−

12x

L3

)

w2 +

(

−
2

L
+

6x

L2

)

ϕ2, (3.44)

jest liniową funkcją parametru x.

W dalszych rozważaniach zrezygnujemy z pos lugiwania się wspó lrzędną x na rzecz

wspó lrzędnej bezwymiarowej. Wybór tej wspó lrzędnej w istotny sposób wp lynie na de-

finicje wielkości, które wykorzystywać będziemy do opisu odkszta lcenia elementu ramy

p laskiej, a więc w konsekwencji na to jakie liczby magazynować będziemy w odkszta lce-

niowej macierzy wp lywu oraz w jaki sposób definiowane będą stany dystorsyjne możliwe

do zrealizowania w ramowym elemencie skończonym.

Wprowadzamy zatem następującą wspó lrzędną bezwymiarową parametryzującą pro-

stoliniowy element skończony ramy p laskiej:

ξ
def
=

2x

L
− 1, ξ ∈ 〈−1 , +1〉. (3.45)

Rys. 3.5. Parametryzacja bezwymiarowa elementu skończonego ramy p laskiej.
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Jak widać (rys. 3.5) w przyjętej przez nas parametryzacji11) wspó lrzędna ξ = 0 określa

środkowy przekrój elementu skończonego, zaś dla ξ = ±1 dostajemy przekroje przywę-

z lowe.

W nowej parametryzacji sk ladowe wektorów (3.27) uzależniamy od wspó lrzędnej ξ:

ǫ(e)(ξ) =







ǫ
(e)
x (ξ)

ρ
(e)
y (ξ)

κ
(e)
z (ξ)







, albo ǫ(e)(ξ) =

[
ǫ
(e)
x (ξ)

κ
(e)
z (ξ)

]

, (3.46)

dzięki podstawieniu

x =
L

2
(ξ + 1), (3.47)

wynikającemu z definicji (3.45). Macierz pochodnych funkcji kszta ltu przy zastosowaniu

wspó lrzędnej bezwymiarowej zapisujemy w postaci:

B(e)(ξ) =






−
1

L
0 0

1

L
0 0

0
6ξ

L2
−

1 − 3ξ

L
0 −

6ξ

L2

1 + 3ξ

L




 . (3.48)

Jak widać wprowadzenie parametryzacji (3.45) nie zmieni, co oczywiste, wzoru na od-

kszta lcenie pod lużne (3.43). Natomiast, uwzględniając w wyrażeniu (3.44) związek (3.47),

wyrażenie na odkszta lcenia krzywiznowe zapisujemy w następującej formie eksponującej

zależność od wspó lrzędnej ξ:

κ(e)
z (ξ) =

6ξ

L2
w1 +

−1 + 3ξ

L
ϕ1 +

−6ξ

L2
w2 +

1 + 3ξ

L
ϕ2

=
ϕ2 − ϕ1

L
+

6

L

(
ϕ2 + ϕ1

2
−

w2 − w1

L

)

ξ. (3.49)

Zdefiniujmy teraz ważne dla dalszych rozważań oznaczenia:

ε(e)
x

def
=

u2 − u1

L
, (3.50)

κ
(e)
z

def
=

ϕ2 − ϕ1

L
, (3.51)

χ(e)
z

def
=

6

L

(
ϕ2 + ϕ1

2
−

w2 − w1

L

)

. (3.52)

Konfrontując powyższe trzy wielkości z formu lami (3.43), (3.49), widać, że w jednoznacz-

ny i kompletny sposób określają one stan odkszta lcenia w ca lym elemencie skończonym

(obciążonym w węz lach) o funkcjach kszta ltu (3.40), (3.41). S lużyć zatem mogą do za-

pisu informacji o odkszta lceniu elementu ramy p laskiej, a więc stanowić będą sk ladowe

11)Parametryzacja ta różni się od zazwyczaj wykorzystywanej w przypadku elementów prętowych.

Uzasadnienie takiego wyboru zostanie podane w następnym podrozdziale.
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odkszta lceniowej macierzy wp lywu. Zauważmy przy okazji, że czynnik (w2 − w1)/L wy-

stępujący w definicji (3.52) opisuje kąt infinitezymalnego obrotu osi  lączącej oba węz ly

elementu.

Wykazalísmy, że odkszta lcenia uogólnione (3.43), (3.49) belki obciążonej w węz lach

mają postać wielomianów stopnia co najwyżej pierwszego względem parametru ξ, przy

czym odkszta lcenia pod lużne są sta le na ca lym elemencie:

ǫ(e)
x (ξ) = const = ε(e)

x , (3.53)

natomiast krzywizna jest liniową funkcją parametru ξ:

κ(e)
z (ξ) = κ

(e)
z + χ(e)

z ξ. (3.54)

Wspó lczynniki κ
(e)
z i χ

(e)
z to parametry deformacji zgięciowej (czy też krzywizno-

wej) elementu ramy p laskiej, zaś ε
(e)
x jest parametrem odkszta lcenia pod lużnego.

W analogiczny sposób można określić parametr opisujący odkszta lcenie postaciowe

w elemencie, w którym nie stosujemy za lożenia Bernoulliego. Jak się okazuje odkszta lcenie

to w elemencie skończonym ramy p laskiej również jest sta le:

ρ(e)
y (ξ) = const = ̺(e)

y , (3.55)

przy czym można  latwo wykazać, że parametr ̺
(e)
y je opisujący nie jest parametrem

niezależnym. Przyczyną tego jest wielokrotnie już wspominany fakt, iż w belce nie moż-

na zrealizować stanu czystego ścinania, gdyż – dla zachowania równowagi – ścinaniu

zawsze towarzyszyć musi pewien rodzaj zginania. Otóż parametr odkszta lcenia po-

staciowego w sposób jednoznaczny powiązany jest z jednym z paramaterów deformacji

krzywiznowej, a mianowicie:

̺(e)
y = −χ(e)

z . (3.56)

Zatem znając parametry (3.51), (3.52), mamy w ca lym elemencie określone nie tylko

odkszta lcenia zgięciowe (3.54), ale również odkszta lcenia postaciowe (3.55).

Wielkości (3.50)–(3.52) grupujemy w wektor parametrów deformacji elementu

ramy p laskiej:

ε(e) def
=







ε
(e)
x

κ
(e)
z

χ
(e)
z







. (3.57)

Znając wartości tych parametrów dla konkretnego elementu, możemy określić uogólnione

odkszta lcenia w dowolnym jego punkcie ξ ∈ 〈−1 , +1〉, bowiem wektor uogólnionych

odkszta lceń elementu ramy p laskiej (3.46) można przedstawić jako kombinację liniową,

której wspó lczynnikami są w laśnie sk ladowe wektora ε(e):

ǫ(e)(ξ) = ε(e)
x ǫ

(e)
1 (ξ) + κ

(e)
z ǫ

(e)
2 (ξ) + χ(e)

z ǫ
(e)
3 (ξ)

=
[

ǫ
(e)
1 (ξ) ǫ

(e)
2 (ξ) ǫ

(e)
3 (ξ)

]

ε(e) = N(e)
ǫε (ξ) ε̂(e). (3.58)
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Występujące w powyższym wyrażeniu wektory ǫ
(e)
i (ξ) (i = 1, 2, 3) stanowią swego rodzaju

bazę odkszta lceń:

N(e)
ǫε (ξ)

def
=

[
ǫ

(e)
i (ξ)

]
, i = 1, 2, 3. (3.59)

Dla ǫ(e)(ξ) określonego definicją (3.46)2 mają one – zgodnie z równaniami (3.53), (3.54)

– następującą postać:

ǫ
(e)
1 (ξ) = const =

[

1

0

]

, ǫ
(e)
2 (ξ) = const =

[

0

1

]

, ǫ
(e)
3 (ξ) =

[

0

ξ

]

. (3.60)

Dla ǫ(e)(ξ) wed lug (3.46)1 (tj., gdy nie pomijamy odkszta lceń postaciowych) dodatkowo

uwzględnimy związki (3.55), (3.56) – i wtedy:

ǫ
(e)
1 (ξ) = const =






1

0

0




 , ǫ

(e)
2 (ξ) = const =






0

0

1




 , ǫ

(e)
3 (ξ) =






0

−1

ξ




 . (3.61)

Wektory te można nazwać deformacjami bazowymi elementu skończonego ramy p la-

skiej – każde odkszta lcenie tego elementu, będące wynikiem dowolnych przemieszczeń

i obrotów jego węz lów, można bowiem z lożyć z tych stanów bazowych, zgodnie ze wzo-

rem (3.58). Każda z tych deformacji bazowych jednoznacznie opisana jest również przez

odpowiedni wektor wektor parametrów deformacji, tzn.:

ǫ(e)(ξ) ≡ ǫ
(e)
i (ξ) (i = 1, 2, 3) ⇐⇒ ε(e) = ε

(e)
i (i = ε, κ, χ), (3.62)

gdzie

ε(e)
ε

def
=






1

0

0




 , ε(e)

κ

def
=






0

1

0




 , ε(e)

χ
def
=






0

0

1




 , (3.63)

natomiast odpowiednie wektory uogólnionych przemieszczeń węz lowych odpowiadające

tym deformacjom nie mogą być określone jednoznacznie. Są one określone z dok ladnością

do ruchów sztywnych, o czym więcej w następnym podrozdziale, gdzie zostanie przedsta-

wione ich wyprowadzenie. Oto definicje tych wektorów:

q(e)
ε

def
=

L

2












−1

0

0

1

0

0












, q(e)
κ

def
=

L

2












0

0

−1

0

0

1












, q(e)
χ

def
=

L3

6(L2 + 4)












0

2/L

1

0

−2/L

1












. (3.64)

Występujące w powyższych definicjach mnożniki (odpowiednio)

L

2
,

L

2
,

L3

6(L2 + 4)
(3.65)
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mają na celu otrzymanie wartości jednostkowych odpowiednich sk ladowych wektora de-

formacji (3.57), a więc zgodnie z definicjami (3.63). Oznacza to, że wektory te opisują

przemieszczenia i obroty węz lów elementu belkowego, które powodują odkszta lcenia zde-

finiowane jako jednostkowe – czyli, że spe lnione są związki

B(e)(ξ) q
(e)
i = N(e)

ǫε (ξ) ε
(e)
i = ǫ

(e)
i (ξ), i = ε, κ, χ. (3.66)

Deformacje bazowe zilustrowano na rys. 3.6. Zauważmy, że deformacja bazowa ǫ1 opi-

suje stan czystego osiowego rozciągania elementu (rys. 3.6(a)), zaś deformacja ǫ2 opisuje

stan czystego zginania (rys. 3.6(b)). Deformacja ǫ3 natomiast, określa wygięcie elementu

antysymetryczne względem jego środka, przy czym zginaniu temu towarzyszy ścinanie

– stąd stan ten nazywać będziemy zginaniem ze ścinaniem. Ścinanie to jest takie samo

w każdym punkcie elementu, co w przypadku, gdy rezygnujemy z za lożenia Bernoulliego,

oznacza niezerowe, ale sta le odkszta lcenia postaciowe. Tak wyginany (i ścinany) pręt ma

kszta lt “esowaty” (rys. 3.6(c)), z punktem przegięcia (tj. punktem o zerowej krzywiźnie)

w środku elementu, czyli dla ξ = 0.

(a) ε̂x = 1 dla u =
L

2

(b) κ̂z = 1 dla ϕ =
L

2

(c) χ̂z = 1 dla ϕ =
L3

6(L2 + 4)

Rys. 3.6. Podstawowe deformacje elementu ramy p laskiej: (a) czyste rozciąganie osiowe,

(b) czyste zginanie, (c) zginanie antysymetryczne względem środka elementu (zginanie ze ści-

naniem). Deformacje te tworzą ortogonalną bazę dla dowolnego stanu odkszta lcenia elementu

skończonego. Jak zostanie pokazane w podrozdziale 3.6, są to tzw. stany deformacji w lasnych

dla tego elementu skończonego.

Sk ladowe wektora parametrów deformacji (3.57) można w pewien sposób zinterpre-

tować. Wiadomo oczywíscie, że zgodnie z równaniem (3.53) wielkość ε
(e)
x to po prostu

odkszta lcenie pod lużne w dowolnym punkcie belki; mniej trywialne interpretacje mają

pozosta le dwa parametry, które opisują deformację krzywiznową. Otóż z wzoru (3.54)

wynika, że sk ladowa κ
(e)
z to krzywizna w środku elementu e, czyli dla ξ = 0:

κ
(e)
z = κ(e)

z (0). (3.67)

Będzie ona określać krzywiznę w dowolnym punkcie belki tylko w stanie czystego zginania

(tj., gdy χ
(e)
z = 0). Z kolei wartość parametru χ

(e)
z związana jest z różnicą pomiędzy
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krzywiznami występującymi na końcach elementu:

χ(e)
z =

κ
(e)
z (1) − κ

(e)
z (−1)

2
. (3.68)

Pamiętajmy również o związku tego parametru z odkszta lceniem postaciowym (rów-

nanie (3.56)). Wreszcie zauważmy, że krzywizny na obu końcach elementu dadzą w się

przedstawić jako – odpowiednio – suma (dla ξ = 1) oraz różnica (dla ξ = −1) parametrów

odkszta lcenia zgięciowego:

κ(e)
z (1) = κ

(e)
z + χ(e)

z , κ(e)
z (−1) = κ

(e)
z − χ(e)

z . (3.69)

3.5.1. Typy dystoryjne i dystorsje jednostkowe

Dowolne wstępne odkszta lcenie na lożone na wyizolowany element skończony spowo-

duje w ogólnym przypadku obroty i względne przesunięcia węz lów tego elementu. Ele-

ment ten stanowi fragment konstrukcji, zatem istnieją pewne stany wstępnych translacji

i obrotów przekrojów przywęz lowych, które zrealizują wp lyw na konstrukcję dowolne-

go lokalnego odkszta lcenia wstępnego12). Jak stwierdzilísmy jednak wektor parametrów

deformacji (3.57) w jednoznaczny i kompletny sposób opisuje odkszta lcenie elementu

ramy p laskiej, którego węz ly uleg ly translacjom i obrotom. Zatem lokalna różnica pomię-

dzy dowolnym odkszta lceniem wstępnym, a odkszta lceniem związanym z tymi samymi

przemieszczeniami węz lowymi, ale opisywalnym przez wektor parametrów odkszta lce-

nia (3.57) jest zupe lnie nieistotna dla rozwiązania uk ladu równań MES i jeśli istnieje

taka potrzeba można ją uwzględnić już po rozwiązaniu tego uk ladu, rozpatrując lokalną

równowagę, si ly wewnętrzne i odkszta lcenie elementu skończonego o wyznaczonych warto-

ściach uogólnionych si l i przemieszczeń węz lowych, przy zadanym obciążeniu i wstępnym

odkszta lceniu ca lego elementu (efektywnie da się wykorzystać tutaj zasadę superpozycji).

W praktyce ograniczymy się więc tylko do takich wstępnych odkszta lceń czy też dystorsji,

które można opisać wektorem analogicznym do (3.57), a mianowicie:

ε̂(e) def
=







ε̂
(e)
x

κ̂
(e)
z

χ̂
(e)
z







. (3.70)

Jeżeli potraktujemy tak zdefiniowany wektor odkszta lceń wstępnych jako wektor

określający dystorsję to można uznać, iż jego sk ladowe opisują pewne typy dystor-

sji charakterystyczne dla określonego elementu skończonego (w tym przypadku jest to

element skończony ramy p laskiej).

W p laskim elemencie ramowym będziemy zatem wyróżniać następujące rodzaje

wstępnych deformacji (rys. 3.6):

• dystorsja pod lużna, której wartość określa sk ladowa ε̂
(e)
x ,

12)Zwróćmy tutaj uwagę na analogię z obciążeniem przywęz lowym realizującym wp lyw na węz ly kon-

strukcji obciążenia zadanego na ca lym elemencie.
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• dystorsja czystego zginania, określona przez sk ladową κ̂
(e)
z ,

• dystorsja zginania antysymetrycznego (zginania ze ścinaniem), określona

przez sk ladową χ̂
(e)
z .

Są to ortogonalne stany bazowe dla możliwego odkszta lcenia dystorsyjnego elementu

skończonego ramy p laskiej. Będą więc one stanowić podstawę do zdefiniowania dystorsji

jednostkowych dla tego elementu, niezbędnych przy obliczaniu macierzy wp lywu dla

ustroju, w którym takie elementy występują. Zatem w przypadku elementu ramy p laskiej

wyróżniamy trzy typy dystorsji jednostkowych o następującej postaci (patrz (3.63)):

ε̂(e)
ε = ε(e)

ε , ε̂(e)
κ

= ε(e)
κ

, ε̂(e)
χ = ε(e)

χ . (3.71)

Jak widać możemy mówić o dystorsji jednostkowej pod lużnej, dystorsji jednostkowej czy-

stego zginania i zginania antysymetrycznego. Każde z powyższych wstępnych odkszta lceń

jednostkowych realizowane jest przez (określony z dok ladnością do ruchów sztywnych)

odpowiedni wektor uogólnionych przemieszczeń węz lowych (patrz (3.64)):

q̂(e)
ε = q(e)

ε q̂(e)
κ

= q(e)
κ

, q̂(e)
χ = q(e)

χ . (3.72)

Wektory te opisują przemieszczenia i obroty węz lów elementu belkowego, które w swo-

bodnym elemencie spowodują odkszta lcenia zdefiniowane jako jednostkowe.

3.6. Zagadnienie w lasne macierzy sztywności

W poprzednim podrozdziale określilísmy podstawowe stany deformacji elementu skoń-

czonego ramy p laskiej opierając się na analizie aproksymacji funkcjami kszta ltu pól od-

kszta lceń w obszarze elementu. Stany te tworzą ortogonalną bazę dla wszelkich możliwych

deformacji tego elementu. Można zauważyć, że rezultaty przeprowadzonego postępowa-

nia zależą od przyjętej parametryzacji – dla innej parametryzacji otrzymalibyśmy inną,

równorzędną bazę. Pokażemy jednak teraz, że otrzymane stany deformacji są stanami

w lasnymi rozpatrywanego elementu skończonego – w sensie rozwiązania jego zagadnienia

w lasnego.

Rozpatrzmy zagadnienie w lasne macierzy sztywności elementu skończonego:

K(e)q(e) = λ q(e), q(e) = ? (3.73)

Skalar λ jest pewnym mnożnikiem skalującym wektor q(e). Poszukujemy zatem takich

kierunków q(e), które nie są obracane przez macierz K(e) (tzn. w wyniku transforma-

cji otrzymujemy wektor wspó lliniowy z zadanym). Równanie powyższe sprowadzamy do

postaci uk ladu jednorodnego:
(
K(e) − λ I

)
q(e) = 0, (3.74)

który oczywíscie ma jednoznaczne rozwiązanie zerowe. Dla nietrywialnego przypadku,

gdy q(e) 6= 0 istnieje niejednoznaczne rozwiązanie o ile macierz g lówna uk ladu (3.74) jest

osobliwa, czyli gdy

det
(
K(e) − λ I

)
= 0. (3.75)
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Jest to względem zmiennej λ wielomian stopnia równego wymiarowi macierzy K(e), a więc

stopnia 6-go w przypadku macierzy sztywności dwuwęz lowego elementu skończonego ra-

my p laskiej. Pierwiastki tego wielomianu to wartości w lasne macierzy K(e), natomiast

odpowiadające im wektory są jej wektorami w lasnymi. Macierz sztywności jest macierzą

symetryczną, zatem wszystkie pierwiastki równania (3.75) będą rzeczywiste. Dla macie-

rzy (3.18) otrzymujemy sześć wartości w lasnych, spośród których trzy są niezerowe:

λ1 =
2EA

L
, λ2 =

2EJz

L
, λ3 =

6 (L2 + 4) EJz

L3
, (3.76)

a odpowiadające im wektory w lasne mają następującą postać:

q
(e)
1 =












−1

0

0

1

0

0












, q
(e)
2 =












0

0

−1

0

0

1












, q
(e)
3 =












0

2/L

1

0

−2/L

1












. (3.77)

Te wektory węz lowych przemieszczeń uogólnionych opisują (z dok ladnością do mnożnika

skalującego) trzy deformacje przedstawione na rys. 3.6, gdyż:

B(e)(ξ) q
(e)
1 =

2

L

[
1

0

]

=
2

L
ǫ

(e)
1 (ξ),

B(e)(ξ) q
(e)
2 =

2

L

[
0

1

]

=
2

L
ǫ

(e)
2 (ξ),

B(e)(ξ) q
(e)
3 =

L3

6(L2 + 4)

[
0

ξ

]

=
L3

6(L2 + 4)
ǫ

(e)
3 (ξ),

(3.78)

gdzie ǫ
(e)
i (ξ) (i = 1, 2, 3) są określone wed lug (3.63). Nazywać je będziemy deformacjami

w lasnymi elementu skończonego.  Latwo zauważyć, że w celu otrzymania deformacji jed-

nostkowych (3.60), wektory (3.77) musimy przeskalować wykorzystując mnożniki (3.65).

Przypomnijmy wszakże, że jeśli q(e) jest wektorem w lasnym macierzy K(e) dla wartości

w lasnej λ, to również q̃(e) = α q(e) jest wektorem w lasnym odpowiadającym tej samej

wartości w lasnej13). Można więc powiedzieć, iż wektory w lasne (3.77) w specyficzny spo-

sób normujemy – tak, aby generowa ly wektory parametrów deformacji o odpowiednich

sk ladowych jednostkowych. Otrzymujemy zatem przeskalowane wektory wraz z odpowia-

dającymi im wartościami w lasnymi:

q(e)
ε =

L

2
q

(e)
1 , q(e)

κ
=

L

2
q

(e)
2 , q(e)

χ =
6 (L2 + 4)

L3
q

(e)
3 , (3.79)

λε =
L

2
λ1 = EA, λ

κ
=

L

2
λ2 = EJz, λχ =

L3

6 (L2 + 4)
λ3 = EJz. (3.80)

13) Dowód jest bardzo prosty – wykorzystując za lożenia: q̃(e) = α q(e) oraz K(e)q(e) = λ q(e), prze-

kszta lcamy: K(e)q̃(e) = K(e)
(
α q(e)

)
= α K(e)q(e) = α λ q(e) = λ

(
α q(e)

)
= λ q̃(e), q.e.d.
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Pozostają jeszcze trzy zerowe wartości w lasne (λ4 = λ5 = λ6 = 0), którym odpowia-

dają następujące wektory przemieszczeń węz lowych

q
(e)
4 =












1

0

0

1

0

0












, q
(e)
5 =












0

1

0

0

1

0












, q
(e)
6 =












0

−L

1

0

0

1












. (3.81)

 Latwo wykazać, że wektory te nie generują w elemencie żadnego stanu odkszta lcenia, tzn.:

B(e)(ξ) q
(e)
i =

[
0

0

]

, i = 4, 5, 6. (3.82)

Opisują one ruchy sztywne elementu ramy: translacje w dwóch prostopad lych kierunkach,

oraz infinitezymalny obrót w p laszyźnie belki. Przedstawiono je na rys. 3.7.

(a)

(b)

(c)

Rys. 3.7. Ruchy sztywne elementu ramy p laskiej: (a) translacja pozioma (u – dowolne),

(b) translacja pionowa (w – dowolne), (c) obrót infinitezymalny (ϕ – dowolnie ma le).

Jeszcze raz pokazalísmy, że dowolny stan odkszta lcenia dwuwęz lowego elementu skoń-

czonego ramy p laskiej można przedstawić w postaci kombinacji liniowej trzech deformacji

w lasnych. Staje się to od razu oczywiste, gdy dokona się następującego spostrzeżenia.

Liczba stopni swobody elementu ramy wynosi 6 (po dwa przemieszczenia i obrót każdego

z obu węz lów). Na p laszczyźnie są trzy ruchy sztywne elementu (dwa przesunięcia i jeden

obrót o infinitezymalny kąt). Pozostają zatem, 6−3 = 3, trzy bazowe stany odkszta lcenia

elementu ramy p laskiej, określone jednoznacznie przez wektory uogólnionych przemiesz-

czeń węz lowych, które można otrzymać z rozwiązania zagadnienia w lasnego macierzy

sztywności tego elementu.

Ogólny sposób postępowania dla dowolnego elementu skończonego w celu określenia

jego podstawowych stanów deformacji powinien zatem polegać na rozwiązaniu zagad-



56 3. Dystorsje wirtualne w p laskiej konstrukcji ramowej

nienia w lasnego jego macierzy sztywności14). Istotne są wektory w lasne odpowiadające

niezerowym wartościom w lasnym (a więc po odrzuceniu wektorów przemieszczeń węz lo-

wych, które opisują ruchy sztywne15)). Wektory te opisują ortogonalne sk ladowe stanu

odkszta lcenia danego elementu, a więc w naturalny sposób definiują typy dystorsji, które

można na niego na lożyć. Pamiętajmy, że za dystorsję uznajemy dowolną liniową kom-

binację tych stanów, natomiast otrzymane w rezultacie rozwiązania problemu w lasnego

deformacje w lasne powinno się wykorzystać do zdefiniowania dystorsji jednostkowych

(w tym celu odpowiednio je skalując).

3.7. Sk ladowe uogólnionych si l wewnętrznych i obciążenia

kompensacyjne

Podobnie jak w przypadku, gdy analizowalísmy odkszta lcenia, przyjmijmy teraz, że

rozpatrywany przez nas dwuwymiarowy element belkowy jest obciążony tylko w węz lach.

Wtedy rozk lady pól si l przekrojowych mają charakter funkcji (co najwyżej) liniowych

względem wspó lrzędnej x, a w przyjętej przez nas parametryzacji można je przedstawić

w postaci:

N (e)
x (ξ) = const = N

(e)
x const, (3.83)

M (e)
z (ξ) = M

(e)
z const + M (e)

z asym ξ, (3.84)

T (e)
y (ξ) = const = T

(e)
y const, (3.85)

przy czym wielkości T
(e)
y const i M

(e)
z asym powiązane są zależnością:

T
(e)
y const = −

2

L
M (e)

z asym, (3.86)

która wynika z równania równowagi (3.9), przy uwzględnieniu faktu, że w przypadku

obciążenia węz lowego: mz(ξ) ≡ 0. Dysponujemy zatem trzema niezależnymi wielkościami

w jednoznaczny sposób opisującymi rozk lad si l wewnętrznych w elemencie ramy p laskiej

– są to: N
(e)
x const, M

(e)
z const oraz T

(e)
y const albo Mz asym = −T

(e)
y constL/2. Wielkości te nazywać

będziemy sk ladowymi wektora si l wewnętrznych elementu skończonego ramy p laskiej,

14) Pojawiają się tutaj oczywíscie pewne dodatkowe aspekty, jak na przyk lad duża ilość stanów defor-

macji w lasnych dla elementów o dużej liczbie stopni swobody, czy brak analitycznych formu l dla elemen-

tów, których macierz sztywności otrzymano w wyniku ca lkowania numerycznego. Z kolei w przypadku

elementów izoparametrycznych, gdzie nie jest nawet określony dok ladny kszta lt, macierz sztywności jest

ca lkowana numerycznie każdorazowo dla konkretnego elementu – zatem również zagadnienie w lasne musi

być rozwiązywane numerycznie i osobno dla każdego elementu.
15) Pewien problem mogą stanowić tzw. elementy niedostosowane, w których pewne kombinacje uogól-

nionych przemieszczeń węz lowych związane z ruchami sztywnymi powodują jednak wystąpienie niektó-

rych niezerowych parametrów (zwykle mniej istotnych) odkszta lceń uogólnionych.
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który definiujemy w postaci:

S(e) =







N
(e)
x const

M
(e)
z const

M
(e)
z asym







. (3.87)

Jak widać w wektorze tym zgrupowalísmy wielkości potrzebne do opisu w laściwych si l

wewnętrznych (czyli si ly osiowej i momentu zginającego). Pamiętać jednak należy o jed-

noznacznym związku, który  lączy sk ladową M
(e)
z asym z przekrojową si lą poprzeczną. Sk lado-

wa N
(e)
x const to oczywíscie si la pod lużna opisująca uogólnione naprężenia będące wynikiem

stanu rozciągania lub ściskania osiowego. Sk ladowa M
(e)
z const opisuje część momentu zgi-

nającego odpowiedzialną za czyste zginanie elementu ramy – w  luk o sta lej krzywiźnie.

Natomiast wielkość Mz asym związana jest ze ścinaniem pręta ramy, któremu nieodzownie

towarzyszy zginanie asymetryczne względem jego środka – jak pamiętamy, tak ścina-

ny i wyginany pręt ma kszta lt “esowaty”, z punktem przegięcia (tj. punktem o zerowej

krzywiźnie) w środku elementu, czyli dla ξ = 0. Stany odkszta lcenia związane z ty-

mi sk ladowymi w laściwych si l wewnętrznych to oczywíscie deformacje w lasne elementu

skończonego przedstawione na rys. 3.6. Odkszta lcenia i si ly wewnętrzne powiązane są

zależnościami

N (e)
x (ξ) = EA ǫ(e)

x (ξ) = const = EA ε(e)
x , (3.88)

M (e)
z (ξ) = EJz κ(e)

z (ξ) = EJz

(
κ

(e)
z + χ(e)

z ξ
)
. (3.89)

Jak widać sk ladowe wektora si l przekrojowych zależne są od sk ladowych wektora od-

kszta lcenia w następujący sposób:

N
(e)
x const = EA ε(e)

x , (3.90)

oraz

M
(e)
z const = EJz κ

(e)
z , M (e)

z asym = EJz χ(e)
z . (3.91)

Analogiczne zależności można napisać dla stanów dystorsji i uogólnionych naprężeń we-

wnętrznych, które powstaną w przypadku elementu ca lkowicie utwierdzonego w węz lach:

N̂
(e)
x const = EA ε̂(e)

x , (3.92)

M̂
(e)
z const = EJz κ̂

(e)
z , M̂ (e)

z asym = EJz χ̂(e)
z , (3.93)

oraz oczywíscie

T̂ (e)
y asym = −

2

L
M̂ (e)

z asym = −
2

L
EJz χ̂(e)

z . (3.94)

Bazując na powyższych związkach, można teraz pokazać, że dystorsja pod lużna (tj.,

gdy: ε̂
(e)
x – dowolne, κ̂

(e)
z = χ̂

(e)
z = 0) realizowana jest przez następujące kompensacyjne

si ly węz lowe:

N̂1 = N̂
(e)
x const, N̂2 = −N̂

(e)
x const, T̂1 = T̂2 = M̂1 = M̂2 = 0. (3.95)
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Z kolei dystorsję czystego zginania (tzn.: κ̂
(e)
z – dowolne, ε̂

(e)
x = χ̂

(e)
z = 0) realizują

obciążenia

N̂1 = N̂2 = T̂1 = T̂2 = 0, M̂1 = −M̂
(e)
z const, M̂2 = M̂

(e)
z const, (3.96)

zaś dystorsję zginania asymetrycznego (tzn.: χ̂
(e)
z – dowolne, ε̂

(e)
x = κ̂

(e)
z = 0) wywo lujemy

przyk ladając

N̂1 = N̂2 = 0, T̂1 = −T̂ (e)
y asym, T̂2 = T̂ (e)

y asym, M̂1 = M̂2 = M̂ (e)
z asym. (3.97)

Superponując powyższe obciążenia kompensacyjne (3.95)-(3.97), otrzymamy ekwiwalent-

ny wektor obciążeń węz lowych realizujący w elemencie dystorsję będącą superpozycją

odkszta lceń wstępnych:

Q̂(e) =
















N̂1

T̂1

M̂1

N̂2

T̂2

M̂2
















=

















−N̂
(e)
x const

−T̂
(e)
y asym

−M̂
(e)
z const + M̂

(e)
z asym

N̂
(e)
x const

T̂
(e)
y asym

M̂
(e)
z const + M̂

(e)
z asym

















dla ε̂ =







ε̂
(e)
x

κ̂
(e)
z

χ̂
(e)
z







. (3.98)

 Latwo zauważyć, że powyższy kompensacyjny wektor obciążeń węz lowych, Q̂(e), opisuje

samorównoważący się uk lad si l.

Dla dystorsji jednostkowych otrzymujemy co następuje:

• dla ε̂ = ε̂ε, mamy: ε̂
(e)
x = 1 (pozosta le sk ladowe są zerowe), więc: N

(e)
x const = EA

(pozosta le sk ladowe są zerowe), zatem: Q̂(e) = Q̂
(e)
ε ,

• dla ε̂ = ε̂
κ
, mamy: κ

(e)
z = 1 (pozosta le sk ladowe są zerowe), więc: M

(e)
z const = EJz

(pozosta le sk ladowe są zerowe), zatem: Q̂(e) = Q̂
(e)
κ ,

• dla ε̂ = ε̂χ, mamy: χ
(e)
z = 1 (pozosta le sk ladowe są zerowe), więc: M

(e)
z asym = EJz

(pozosta le sk ladowe są zerowe), zatem: Q̂(e) = Q̂
(e)
χ ,

gdzie wektory węz lowych obciążeń kompensacyjnych mają następującą postać:

Q̂(e)
ε

def
= EA














−1

0

0

1

0

0














, Q̂(e)
κ

def
= EJz














0

0

−1

0

0

1














, Q̂(e)
χ

def
= EJz














0

2/L

1

0

−2/L

1














. (3.99)

Te samorównoważace się uk lady obciążenia elementu przedstawiono na rys. 3.8. Zauważ-

my jeszcze, że powyższe wektory obciążeń można wyznaczyć korzystając ze związków

opisujących równowagę elementu skończonego:

Q̂
(e)
i = K(e)q̂

(e)
i (i = ε, κ, χ). (3.100)
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(a) ε̂x = 1 dla N̂ = EA

(b) κ̂z = 1 dla M̂ = EJz

(c) χ̂z = 1 dla M̂ = EJz

Rys. 3.8. Obciążenia kompensacyjne dla stanów dystorsji (jednostkowych) w elemencie ramy

p laskiej: (a) rozciąganie osiowe, (b) czyste zginanie, (c) zginanie asymetryczne.

Wektory przemieszczeń wez lowych dla dystorsji jednostkowych, q̂
(e)
i (i = ε, κ, χ), zdefi-

niowane są przez równania (3.72) oraz (3.64).

3.8. Wektor odkszta lceń i wektor wp lywu oraz wektor si l we-

wnętrznych

Uogólnione odkszta lcenia wszystkich elementów konstrukcji grupujemy w wektor od-

kszta lceń konstrukcji w ten sposób, że sk ladowe wektorów odkszta lcenia kolejnych

elementów stanowią uporządkowaną kolumnę – zatem:

ε =
[
εi

]
=









ε(1)

ε(2)

...

ε(N)









, (3.101)

gdzie N jest liczbą elementów. Jeżeli konstrukcja sk lada się wy lącznie z p laskich elemen-

tów ramowych16) to wektor ten ma wymiar (3N) × 1, natomiast jego sk ladowe można

określić w postaci zależnej od sk ladowych odkszta lcenia poszczególnych elementów w na-

16) W opracowanym programie MES+MDW konstrukcja może sk ladać się z różnych elementów skończonych.

Wspó lpraca elementów ze sobą jest uzyskana poprzez przypisywanie elementom wspólnych węz lów, bądź

wprowadzanie więzów wewnętrznych pomiędzy węz lami (tzw. “sklejanie” stopni swobody). Wszystkie

globalne algorytmy MES (np. agregacja macierzy sztywności itp.) oraz MDW, dzia lają niezależnie od

wykorzystanych konkretnych elementów, gdyż te muszą spe lniać kryteria abstrakcyjnego elementu skoń-

czonego.



60 3. Dystorsje wirtualne w p laskiej konstrukcji ramowej

stępujący sposób:

εi =







ε(e)
x dla i = 3e − 2,

κ
(e)
z dla i = 3e − 1,

χ(e)
z dla i = 3e,

(3.102)

przy czym e = 1, . . . , N , a więc i = 1, . . . , 3N .

Odkszta lceniowy wektor wp lywu to wektor odkszta lceń wyznaczony dla określonej

jednostkowej dystorsji wirtualnej, która wymusza deformację konstrukcji. Często potrze-

bujemy superponować tylko stany związane z pewnymi typami odkszta lcenia, bądź też

dotyczące tylko niektórych elementów. Wtedy wektor wp lywu stanowić będzie fragment

pe lnego wektora odkszta lcenia konstrukcji (3.101).

Sk ladowe uogólnionych si l wewnętrznych elementów konstrukcji zapisujemy  lącznie

w postaci wektora si l wewnętrznych konstrukcji konsekwentnie z wektorem od-

kszta lcenia (3.101), a więc:

S =
[
Si

]
=









S(1)

S(2)

...

S(N)









. (3.103)

Oznacza to, że iloczyn skalarny tych dwóch wektorów da w wyniku ca lkowitą energię

sprężystą uk ladu (tj. pracę uogólnionych si l wewnętrznych17) na odkszta lceniach spręży-

stych):

Wspr = STε =
∑

i

Si εi. (3.104)

Dla konstrukcji o wy lącznie p laskich elementach ramowych liczba sk ladowych wekto-

ra (3.103) wynosić będzie 3N , a ich zależność od sk ladowych si l wewnętrznych poszcze-

gólnych elementów można przedstawić w postaci:

Si =







N
(e)
x const dla i = 3e − 2,

M
(e)
z const dla i = 3e − 1,

M (e)
z asym dla i = 3e.

(3.105)

3.9. Macierz wp lywu ramy p laskiej

Algorytm wyznaczania macierzy wp lywu dla konstrukcji sk ladającej się z dowolnych

elementów skończonych przedstawiono w rozdziale 2.3.5. Wyznaczana wed lug tego algo-

rytmu kompletna odkszta lceniowa macierz wp lywu konstrukcji sk ladającej się wy lącznie

17) Zatem są to sk ladowe w laściwych si l wewnętrznych, tzn. mających odpowiedniki w postaci uogólnio-

nych odkszta lceń.
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z p laskich elementów ramowych będzie mieć wymiar (3N) × (3N) i postać:

D =

ε̂1 = 1 ε̂2 = 1 · · · ε̂3N = 1








ε(1) ε(1) · · · ε(1)

ε(2) ε(2) · · · ε(2)

...
...

...

ε(N) ε(N) · · · ε(N)









=

ε̂
(1)
x = 1 κ̂

(1)
z = 1 · · · χ̂

(N)
z = 1






















ε
(1)
x ε

(1)
x · · · ε

(1)
x

κ
(1)
z κ

(1)
z · · · κ

(1)
z

χ
(1)
z χ

(1)
z · · · χ

(1)
z

ε
(2)
x ε

(2)
x · · · ε

(2)
x

κ
(2)
z κ

(2)
z · · · κ

(2)
z

χ
(2)
z χ

(2)
z · · · χ

(2)
z

...
...

...

χ
(N)
z χ

(N)
z · · · χ

(N)
z






















, (3.106)

gdzie poszczególne kolumny są wektorami odkszta lceń konstrukcji obliczonymi dla kolej-

nych stanów dystorsji jednostkowych ε̂i = 1. Jak widać kolejność sk ladowych odkszta lce-

nia w wierszach macierzy odpowiada wstępnych odkszta lceń (dystorsji) jednostkowych.

Odkszta lceniowa macierz wp lywu dowolnej ramy p laskiej o dwóch elementach belko-

wych i jednym elemencie kratowym ma wymiar 7 × 7, gdyż na pręcie kratowym wstępne

odkszta lcenie (dystorsję) wymusić można tylko na jeden sposób i obliczana jest na nim

tylko jedna sk ladowa odkszta lcenia – zatem:

D =

ε̂
(1)
x = 1 κ̂

(1)
z = 1 · · · ε̂

(3)
x = 1




















ε
(1)
x ε

(1)
x · · · ε

(1)
x

κ
(1)
z κ

(1)
z · · · κ

(1)
z

χ
(1)
z χ

(1)
z · · · χ

(1)
z

ε
(2)
x ε

(2)
x · · · ε

(2)
x

κ
(2)
z κ

(2)
z · · · κ

(2)
z

χ
(2)
z χ

(2)
z · · · χ

(2)
z

ε
(3)
x ε

(3)
x · · · ε

(3)
x




















. (3.107)

3.9.1. Macierze wp lywu przyk ladowych ram p laskich

Poniżej prezentujemy dwa przyk lady macierzy wp lywu obliczonych dla prostych kon-

strukcji ramowych. Prostota pierwszej konstrukcji pozwala na przedstawienie obliczeń

analitycznych, natomiast drugi przyk lad stanowi prosty test dla algorytmu numeryczne-

go.

Przyk lad 3.1 : Dana jest rama p laska o jednym węźle swobodnym, sk ladająca się

z dwóch elementów skończonych o takiej samej d lugości (rys. 3.9). Dla uproszczenia przyjmij-

my ponadto, że materia l oraz charakterystki geometrii przekroju są dla obu prętów identyczne,

tzn.: E(1) = E(2) ≡ E, A(1) = A(2) ≡ A, J
(1)
z = J

(2)
z ≡ Jz.
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Rys. 3.9. Belka dwuelementowa.

Obciążenie kompensacyjne dla dowolnego stanu deformacji wstępnych sprowadza się do

obciążenia jedynego swobodnego węz la tego prostego ustroju. Widać, że wstępne wyd lużenie

dowolnego z elementów nie wprowadza w tej konstrukcji żadnych odkszta lceń zgięciowych,

czyli κ
(1)
z (ξ) = κ

(2)
z (ξ) ≡ 0, natomiast odkszta lcenia pod lużne są sta le i dla odpowiednich

pod lużnych dystorsji jednostkowych równe:

dla ε̂(1)
ε : ǫ(1)

x (ξ) =
1

2
, ǫ(2)

x (ξ) = −
1

2
,

dla ε̂(2)
ε : ǫ(1)

x (ξ) = −
1

2
, ǫ(2)

x (ξ) =
1

2
.

Z kolei dla pozosta lych stanów dystorsji jednostkowych odkszta lcenia pod lużne w obu elemen-

tach są zerowe, ǫ
(1)
x (ξ) = ǫ

(2)
x (ξ) ≡ 0, w przeciwieństwie do deformacji krzywiznowych, które

wynoszą (odpowiednio):

dla ε̂(1)
κ

: κ(1)
z (ξ) =

1

8
+

3

8
ξ, κ(2)

z (ξ) = −
1

8
+

3

8
ξ,

dla ε̂(1)
χ : κ(1)

z (ξ) =
1

8
+

7

8
ξ, κ(2)

z (ξ) = −
1

8
−

1

8
ξ,

dla ε̂(2)
κ

: κ(1)
z (ξ) = −

1

8
−

3

8
ξ, κ(2)

z (ξ) =
1

8
−

3

8
ξ,

dla ε̂(2)
χ : κ(1)

z (ξ) =
1

8
−

1

8
ξ, κ(2)

z (ξ) = −
1

8
+

7

8
ξ.

Zatem kompletna macierz wp lywu ma postać:

D =

























1

2
0 0 −

1

2
0 0

0
1

8

1

8
0 −

1

8

1

8

0
3

8

7

8
0 −

3

8
−

1

8

−
1

2
0 0

1

2
0 0

0 −
1

8
−

1

8
0

1

8
−

1

8

0
3

8
−

1

8
0 −

3

8

7

8

























.
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Jak  latwo zauważyć, w tej konstrukcji ramowej, z racji wzajemnego usytuowania elementów,

stan odkszta lceń pod lużnych jest niezależny od stanu odkszta lceń zgięciowych, co uwydatnia

się również w macierzy wp lywu.

Przyk lad 3.2 : Rozpatrzmy trójelementową ramę p laską przedstawioną na rys. 3.10. Jak

widać element nr 3 powinien być traktowany jak pręt kratownicy. Zatem kompletna macierz

wp lywu dla takiej konstrukcji będzie mia la wymiary 7 × 7 i postać (3.107).

Rys. 3.10. Trójelementowa rama p laska.

Przyjmujemy następujące liczbowe wartości dla charakterystyk geometrycznych i materia-

 lowych poszczególnych elementów:

A(1) = 2,28 · 10−3 m2, A(2) = 1,06 · 10−3 m2, A(3) = 1,06 · 10−3 m2,

J (1)
z = 9,35 · 10−6 m4, J (2)

z = 1,71 · 10−6 m4,

E(1) = E(2) = E(2) = 2,1 · 1011 N

m2
(stal).

Odkszta lceniowa macierz wp lywu wynosi wtedy:

D =









9,9999894E-1 -5,6954560E-5 1,1390912E-5 8,4609570E-6 -8,4609570E-6 2,8203190E-6 5,2880981E-6

-1,3888385E-2 2,5208760E-1 1,4958248E-1 1,1110708E-1 -1,1110708E-1 3,7035692E-2 6,9441923E-2

8,3330307E-3 4,4874744E-1 9,1025051E-1 -6,6664246E-2 6,6664246E-2 -2,2221415E-2 -4,1665154E-2

2,4501207E-5 1,3194304E-3 -2,6388607E-4 9,9980399E-1 1,9600965E-4 -6,5336551E-5 -1,2250603E-4

-1,5187883E-2 -8,1789251E-1 1,6357850E-1 1,2150306E-1 8,7849694E-1 4,0501020E-2 7,5939413E-2

1,5187883E-2 8,1789251E-1 -1,6357850E-1 -1,2150306E-1 1,2150306E-1 9,5949898E-1 -7,5939413E-2

2,7393182E-5 1,4751680E-3 -2,9503360E-4 -2,1914546E-4 2,1914546E-4 -7,3048485E-5 9,9986303E-1









.

Zauważmy pewną korelację występującą pomiędzy wierszami 5 i 6 obliczonej macierzy, którą

można potraktować jako pewien test poprawności wykonanych obliczeń. Otóż suma tych

wierszy dla kolumn j = 1, 2, 3, 4, 7 jest zerowa: D5j + D6j = 0, natomiast dla j = 5, 6

(tj. dla kolumn, w których umieszczone są wektory wp lywu obliczone dla stanów dystorsji

krzywiznowych na lożonych na element e = 2) mamy: D5j + D6j = 1. Jest tak dlatego, że

(zgodnie ze wzorem (3.69)1) suma ta opisuje krzywiznę elementu e = 2 w węźle 3, a ten

przyprzegubowy przekrój może się swobodnie obracać. Ponadto zauważmy, że sk ladowe na

diagonali są dodatnie i mniejsze od jedności.
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3.10. Modelowanie defektów i modyfikacje parametrów pro-

jektowych w p laskich elementach ramowych

W laściwości konstrukcyjne elementu liniowo-sprężystej ramy p laskiej można określić

podając dwa parametry – są to:

• sztywność (względnie podatność) pod lużna, tj. sztywność elementu na osiowe roz-

ciąganie lub ściskanie,

• sztywność (względnie podatność) zgięciowa, tj. sztywność elementu na zginanie

w p laszczyźnie ramy.

Dodatkowym parametrem jest smuk lość pręta ramy. Parametr ten jest istotny, gdy roz-

patruje się zjawisko wyboczenia i tutaj nie będziemy go uwzględniać.

Wspó lczynnik określający sztywność pod lużną elementu e ramy ma postać:

k
(e)
EA

def
= E(e)A(e), (3.108)

którą znamy z konstrukcji kratowych. Przyjmijmy teraz analogiczne oznaczenie określa-

jące sztywność zgięciową elementu ramy:

k
(e)
EJ

def
= E(e)J (e)

z . (3.109)

Jak widać z definicji oba wspó lczynniki zależą od modu lu Younga liniowo-sprężystego

materia lu belki oraz od charakterystyk geometrycznych jej przekroju. Odpowiadające

tym sztywnością podatności są 1/k
(e)
EA, 1/k

(e)
EJ .

Zdefiniujmy teraz jeszcze następujące dwie wielkości:

µ
(e)
EA

def
=

k̂
(e)
EA

k
(e)
EA

, µ
(e)
EJ

def
=

k̂
(e)
EJ

k
(e)
EJ

, (3.110)

które wyrażają stosunek zmodyfikowanych wspó lczynników sztywności k̂
(e)
EA, k̂

(e)
EJ do odpo-

wiednich sztywności pierwotnych elementu niezmodyfikowanego. Są to więc wspó lczyn-

niki zmiany sztywności belki. Jako parametry zagadnienia optymalizacji topologii

konstrukcji (przeprojektowywanie, “remodelling”) te nieujemne wielkości nie są bezpo-

średnio ograniczane z góry, natomiast w problemie modelowania defektów oczywistym

wydaje się na lożenie na nie ograniczenia określonego przez przedzia l 〈0 , 1〉, co oznacza

przyjęcie postulatu, że defekt związany jest ze zmniejszeniem się sztywności elementu.

Wspó lczynniki sztywności k
(e)
EA i k

(e)
EJ są niezależnymi parametrami charakteryzujący-

mi element ramy p laskiej. Modyfikacja jednego z tych parametrów nie musi być związana

z modyfikacją drugiego. Przyk ladowo zmiana przekroju polegająca tylko na jego defor-

macji (czyli przy za lożeniu, że A(e) = const) może prowadzić do zmiany jego sztywności

zgięciowej (związanej ze zmianą momentu bezw ladności przekroju J
(e)
z ), natomiast sztyw-

ność pod lużna pozostanie niezmieniona.  Latwo można nawet wyobrazić sobie taką zmianę

przekroju elementu ramy, w wyniku której jego sztywność w stanie odkszta lceń pod luż-

nych zmaleje, natomiast sztywność zgięciowa wzrośnie. W najbardziej ogólnym przypad-

ku można więc przyjąć, że zmiana szywności pod lużnej i zmiana sztywności zgięciowej
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są ca lkowicie niezależne i traktujemy je jako modyfikacje niezależne. Takie podej́scie mo-

że być odpowiednie dla zagadnienia optymalnego przeprojektowywania (“remodellingu”).

Zak ladając jednak, że modyfikacja jest wynikiem powsta lego defektu należy stwierdzić,

że w praktyce, tzn. przy rzeczywistych uszkodzeniach elementu, obie sztywności są skore-

lowane. Niejednoznaczność opisu tej korelacji nie powinna zmuszać nas do jej nieuwzględ-

nienia. Z pewnością na przyk lad nie należy pomijać następującej zależności

k
(e)
EA = 0 ⇐⇒ k

(e)
EJ = 0, (3.111)

która mówi, że oba (z definicji nieujemne) parametry sztywnościowe mogą być zerowe

tylko jednocześnie (co oznacza, że uszkodzenie belki powodujące ca lkowity brak możli-

wości przenoszenia przez nią obciążeń osiowych wiąże się z niemożnością pracy w stanie

zgięciowym i na odwrót czyli, że element jest ca lkowicie wyeliminowany z konstrukcji).

Nie dopuszczamy zatem uszkodzenia, które (przyk ladowo) przekszta lca element belkowy

w cięgno lub tworzy na nim idealny przegub plastyczny.

Wydaje się, iż można często przyjąć zależność między wspó lczynnikami zmiany sztyw-

ności w postaci funkcyjnej:

µ
(e)
EA = fkor

(

µ
(e)
EJ

)

, (3.112)

przy czym funkcja korelacji fkor powinna być ciąg lą funkcją rosnącą spe lniającą dodatko-

wo warunki: 





fkor(µ) > 0 ∀µ > 0,

fkor(µ) = 0 ⇐⇒ µ = 0.
(3.113)

Jak już stwierdzono funkcja ta nie może być przyjęta arbitralnie, gdyż zależy ona nie

tylko od geometrii przekroju poprzecznego belki, lecz również od dopuszczalnych sposo-

bów jego uszkodzenia. W celu jej określenia należy zdecydować się na pewien konkretny

model uszkodzenia, który oczywíscie w możliwie najlepszy sposób przybliża wp lyw rze-

czywistych defektów.

Rozpatrzmy istotny przypadek belek o prostokątnym przekroju poprzecznym o szero-

kości b i wysokości h. Pole przekroju i moment bezw ladności wynoszą wtedy odpowiednio:

A(e) = b h, J (e)
z =

b h3

12
. (3.114)

Rzeczywiste uszkodzenie takiego elementu ramy modelujemy przyjmując następujące za-

 lożenia i kolejne przybliżenia upraszczające:

• uszkodzenie polega na zmniejszeniu się efektywnej powierzchni przekroju poprzecz-

nego belki, przy czym przez powierzchnię efektywną rozumiemy tę część przekroju,

która jest w stanie przenosić naprężenia;

• przekrój najbardziej uszkodzony (o najmniej efektywnej powierzchni) jest przyjmo-

wany jako charakterystyczny dla ca lego elementu belkowego;

• uszkodzenie przekroju nie zaburza w sposób istotny jego symetrii, ani nie zmienia

istotnie jego osi g lównych bezw ladności;
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• przyjmujemy zatem, że uszkodzony element przybliżany jest belką o przekroju pro-

stokątnym, pomniejszonym symetrycznie względem obu osi g lównych.

Finalne przybliżenie oznacza, że uszkodzony element ma przekrój o zmodyfikowanych

wymiarach b̂ × ĥ, gdzie:

b̂ = b − ∆b = λbb,

ĥ = h − ∆h = λhh,
(3.115)

przy czym oczywíscie λb = (1 − ∆b/b) ∈ 〈0 , 1〉 oraz λh = (1 − ∆h/h) ∈ 〈0 , 1〉. Wpro-

wadzone tutaj wielkości λb, λh opisują modyfikacje parametrów konstrukcyjnych

jakimi są wymiary przekroju belki. Modyfikacje te w jednoznaczny sposób wp lywają na

wielkość wspó lczynnika zmiany sztywności elementu. Stwierdzilísmy z kolei, że parame-

try sztywnościowe w jedynie istotny sposób charakteryzują każdy element konstrukcji

i przyjęlísmy postulat, że wszelkie uszkodzenia czy modyfikacje elementu są zauważalne

tylko poprzez zmianę jego sztywności. Mog loby się więc wydawać, że bezpośrednio należy

odwo lywać się tylko do nich.  Latwo jednak zauważyć, że pos lugiwanie się wy lącznie pa-

rametrami zmiany sztywności narzuca pewne ograniczenia. Odwo lywanie się do bardziej

ogólnych wielkości opisujących zmianę konkretnych parametrów konstrukcyjnych (pro-

jektowych) jest znacznie wygodniejsze i daje dodatkowe możliwości18). Podej́scie to i jego

zalety zostaną w pe lni zaprezentowane w następnym rozdziale.

Rozpatrzmy teraz dwa charakterystyczne przypadki, gdy wymiary zmodyfikowanego

przekroju wynoszą odpowiednio b̂ × h oraz b × ĥ. Pierwszy z nich uwzględnia zmianę

szerokości belki i jest równoważny prostemu podej́sciu, w którym wp lyw defektu modelu-

jemy jako zmianę modu lu Younga: Ê(e) = λbE
(e). Wtedy wywo lane defektem modyfikacje

obu wspó lczynników sztywności są identyczne:

µ
(e)
EA = µ

(e)
EJ = λb, (3.116)

czyli funkcja korelacji jest tożsamościowa, fkor(µ) = µ. Natomiast w drugim przypadku

dopuszczamy tylko modyfikację wysokości przekroju, która w różnym stopniu wp lywa na

sztywności pod lużną i zgięciową:

µ
(e)
EA = λh, µ

(e)
EJ = λ3

h, (3.117)

czyli fkor(µ) = µ3,

µ
(e)
EA =

(
µ

(e)
EJ

)3
. (3.118)

Ogólny przypadek, gdy w modelu uszkodzenia dopuszczamy zwężenie przekroju na obu

kierunkach prowadzi nas do następujących zależności na wspó lczynniki modyfikacji sztyw-

ności:

µ
(e)
EA = λb λh, µ

(e)
EJ = λb λ3

h. (3.119)

18) Jedną z podstawowych zalet tego podej́scia jest  latwiejsze operowanie na pewnym poziomie abs-

trakcji (tj. niezależnie od rodzaju elementu skończonego i związanej z tym ilości i rodzajów dystorsji,

wspó lczynników sztywności itd.), dzięki czemu możliwym staje się opracowanie algorytmów MDW dla

konstrukcji sk ladającej się z dowolnych elementów skończonych.
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W zależności od stosunku wielkości λb i λh zawsze jednak

µ
(e)
EA ∈

〈(
µ

(e)
EJ

)3
, µ

(e)
EJ

〉

. (3.120)

Można zatem przyjąć model

µ
(e)
EA =

(
µ

(e)
EJ

)α
, α ∈ 〈1 , 3〉. (3.121)

Dobór wspó lczynnika potęgowego α warunkuje ocena w jakim stopniu uszkodzenie wp ly-

wa na stan deformacji pod lużnej i stan krzywiznowej. Zauważmy jednak, że ponieważ

µ
(e)
EJ ∈ 〈0 , 1〉 to µ

(e)
EA 6 µ

(e)
EJ czyli, że przyjęty model uszkodzenia przekroju wp lywa znacz-

niej na zmniejszenie się sztywności zgięciowej belki, a co najwyżej w tym samym stopniu

na zmianę sztywności pod lużnej.

3.11. Związki pomiędzy sk ladowymi dystorsji a modyfikacjami

wspó lczynników sztywności

3.11.1. Stan uogólnionych naprężeń i odkszta lceń w sprężonym dystorsja-

mi elemencie ramy p laskiej

Odkszta lcenia uogólnione w parametryzacji bezwymiarowej elementu skończonego ra-

my p laskiej opisane są przez funkcje (3.53), (3.54), gdzie sk ladowe uogólnionych odkszta l-

ceń zdefiniowalísmy w postaci (3.50)-(3.52). W przypadku wstępnego sprężenia elemen-

tu e dystorsjami, ε̂(e) =
[
ε̂

(e)
x κ̂

(e)
z χ̂

(e)
z

]T
, wielkości te sk ladają się z części liniowej (zależnej

od obciążenia zwenętrznego) i rezydualnej (będącej wynikiem sprężenia):

ε(e)
x =

L
ε(e)

x +
R
ε(e)

x , κ
(e)
z =

L
κ

(e)
z +

R
κ

(e)
z , χ(e)

z =
L
χ(e)

z +
R
χ(e)

z . (3.122)

W liniowym związku konstytutywnym pomiędzy si lami wewnętrznymi i odkszta lceniami

pojawia się zatem czynnik nieliniowy – wstępne odkszta lcenia dystorsyjne. Si ly pod lużne

wyglądają teraz następująco:

N (e)
x (ξ) = k

(e)
EA

[
ε(e)

x − ε̂(e)
x

]
= k

(e)
EA

L
ε(e)

x + k
(e)
EA

[
R
ε(e)

x − ε̂(e)
x

]
=

L

N
(e)
x const +

R

N
(e)
x const, (3.123)

natomiast wykonujący pracę na odkszta lceniach krzywiznowych moment zginający ma

postać:

M (e)
z (ξ) = k

(e)
EJ

[
κ(e)

z (ξ) − κ̂(e)
z (ξ)

]
= k

(e)
EJ

L
κ(e)

z (ξ) + k
(e)
EJ

[
R
κ(e)

z (ξ) − κ̂(e)
z (ξ)

]

= k
(e)
EJ

(
L
κ

(e)
z +

L
χ(e)

z ξ
)

+ k
(e)
EJ

[(
R
κ

(e)
z − κ̂

(e)
z

)

+
(

R
χ(e)

z − χ̂(e)
z

)

ξ

]

=
L

M
(e)
z const +

L

M (e)
z asymξ +

R

M
(e)
z const +

R

M (e)
z asymξ.

(3.124)

Jak widać, dla sk ladowych uogólnionych si l wewnętrznych również wyróżnilísmy część

liniową i rezydualną.
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Występujące w powyższych formu lach rezydualne części odkszta lcenia są wynikiem

wprowadzenia stanów dystorsynych i dla konkretnych wartości dystorsji możemy je wy-

znaczyć wykorzystując odkszta lceniową macierz wp lywu:

R
ε(e)

x =
∑

j∈D

Di(e,ε)j ε̂j,
R
κ

(e)
z =

∑

j∈D

Di(e,κ)j ε̂j ,
R
χ(e)

z =
∑

j∈D

Di(e,χ)j ε̂j. (3.125)

gdzie indeksy i zależą od elementu e oraz typu dystorsji. Występujące we wzorach (3.123),

(3.124) rezydualne części naprężeń uogólnionych zależą od różnic pomiędzy rezydualnymi

odkszta lceniami, a dystorsjami. Wykorzystując informację zmagazynowaną w macierzy

wp lywu możemy je obliczać:

R
ε(e)

x − ε̂(e)
x

R
κ

(e)
z − κ̂

(e)
z

R
χ(e)

z − χ̂(e)
z







=
∑

j∈D

(Dij − δij) ε̂j dla (odpowiednio)







i = i(e, ε),

i = i(e, κ),

i = i(e, χ).

(3.126)

Stosowany tutaj zapis i = i(e, typ dystorsji), określający lokalizację dystorsyjną, nie jest

wygodny. Szczęśliwie, nie ma potrzeby go kontynuować, gdyż począwszy od rozdzia lu 4

wszelkie sformu lowania podane będą w globalnym uk ladzie odniesienia konstrukcji, abs-

trahującym od tworzących ją elementów skończonych.

3.11.2. Dystorsja pod lużna a zmiana sztywności pod lużnej

W przypadku prostoliniwowego pręta belkowego rozpatrywanego przy za lożeniu linio-

wości geometrycznej stan rozciągania (ściskania) i stan zginania są od siebie ca lkowicie

niezależne, zatem dystorsje krzywiznowe nie będą bezpośrednio wp lywać na stan odkszta l-

cenia pod lużnego – mogą (i zwykle będą19)) na niego wp lywać tylko pośrednio poprzez

udzia l we wstępnym sprężeniu konstrukcji. W przypadku stanu rozciągania postulat zgod-

ności ustroju modelowanego dystorsjami z ustrojem zmodyfikowanym prowadzi nas do

prezentowanego już wcześniej w przypadku elementów kratowych równania:

k
(e)
EA

(
ε(e)

x − ε̂(e)
x

)
= k̂

(e)
EA ε(e)

x , (3.127)

skąd wyznaczamy wielkość zmiany wspó lczynnika sztywności pod lużnej:

µ
(e)
EA =

k̂
(e)
EA

k
(e)
EA

=
ε

(e)
x − ε̂

(e)
x

ε
(e)
x

. (3.128)

lub modelującą ją dystorsję wirtualną:

ε̂(e)
x =

(

1 − µ
(e)
EA

)

ε(e)
x , (3.129)

przy czym pamiętamy, że formu ly te stanowią związek nieliniowy względem dystorsji,

gdyż odkszta lcenia ca lkowite również (w powyższych formu lach – niejawnie) od nich

zależą

ε(e)
x = ε(e)

x

(
. . . , ε̂(e)

x , . . .
)
. (3.130)

19) Wyjątkiem są tylko specyficzne konstrukcje, jak na przyk lad przedstawiona w przyk ladzie 3.1.
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3.11.3. Dystorsje krzywiznowe a zmiana sztywności zgięciowej

Dla stanu zginania belki p laskiej postulat identyczności uogólnionych odkszta lceń i si l

wewnętrznych konstrukcji zmodyfikowanej z konstrukcją modelowaną dystorsjami prowa-

dzi do równania:

k
(e)
EJ

[
κ

(e)
z − κ̂

(e)
z +

(
χ(e)

z − χ̂(e)
z

)
ξ
]

= k̂
(e)
EJ

[
κ

(e)
z + χ(e)

z ξ
]
. (3.131)

Równość powyższa musi być prawdziwa dla każdego ξ, co jest spe lnione wtedy i tylko

wtedy, gdy: 





k
(e)
EJ

[
κ

(e)
z − κ̂

(e)
z

]
= k̂

(e)
EJκ

(e)
z ,

k
(e)
EJ

[
χ(e)

z − χ̂(e)
z

]
= k̂

(e)
EJχ(e)

z .
(3.132)

Prowadzi to do następujących związków opisujących zmianę wspó lczynnika sztywności

zgięciowej:

µ
(e)
EJ =

k̂
(e)
EJ

k
(e)
EJ

=
κ

(e)
z − κ̂

(e)
z

κ
(e)
z

=
χ

(e)
z − χ̂

(e)
z

χ
(e)
z

, (3.133)

które można zapisać w postaci

κ̂
(e)
z =

(

1 − µ
(e)
EJ

)

κ
(e)
z , χ̂(e)

z =
(

1 − µ
(e)
EJ

)

χ(e)
z . (3.134)

Zauważmy, że pomiędzy sk ladowymi ca lkowitego uogólnionego odkszta lcenia krzywizno-

wego, a dystorsjami zgięciowymi musi zawsze zachodzić korelacja:

κ̂
(e)
z

κ
(e)
z

=
χ̂

(e)
z

χ
(e)
z

. (3.135)

Niestety powyższa zależność nie pozwala nam, na wyeliminowanie jednej ze sk ladowych

dystorsyjnych, np:

χ̂(e)
z =

χ
(e)
z

κ
(e)
z

κ̂
(e)
z , (3.136)

gdyż musimy pamiętać, że odkszta lcenia ca lkowite występujące po prawej stronie tego

równania, zależą od stanów dystorsji (a więc między innymi również od χ̂
(e)
z ):

κ
(e)
z = κ

(e)
z

(
. . . , κ̂(e)

z , χ̂(e)
z , . . .

)
, χ(e)

z = χ(e)
z

(
. . . , κ̂(e)

z , χ̂(e)
z , . . .

)
. (3.137)

Jest to również przyczyną, dla której znając modyfikację wspó lczynnika sztywności zgię-

siowej, µ
(e)
EJ , nie możemy jednak od razu obliczyć modelujących ją dystorsji κ̂

(e)
z , χ̂

(e)
z ,

korzystając bezpośrednio ze związków (3.134), gdyż dystorsje te występują również (nie-

jawnie) po prawej stronie tych formu l. Są to związki nieliniowe ze względu na sk ladowe

dystorsji. To samo dotyczy również równania (3.129). Sposób obliczania dystorsji modelu-

jących zmianę sztywności konstrukcyjnych – wraz z prostym algorytmem oraz przyk ladem

testowym – są przedstawione w następnym rozdziale dla ogólnego przypadku konstrukcji

sk ladającej z dowolnych, różnych elementów skończonych20).

20) W laściwie wymagane jest, aby dla danego elementu skończonego możliwe by lo określenie bazy orto-

gonalnych deformacji w lasnych, co pozwoli na zdefiniowanie stanów dystorsji jednostkowych. Nie zawsze

będzie to oczywiste i bezproblemowe – patrz przypisy 14 i 15, str. 56.



ROZDZIAŁ 4
Modelowanie dystorsjami

parametrów konstrukcyjnych

4.1. Wprowadzenie

W rozdziale podany będzie sposób wykorzystania dystorsji wirtualnych do modelowa-

nia zmian parametrów konstrukcyjnych, wp lywających na cechy sztywnościowe ustroju.

Podej́scie to można więc wykorzystywać do optymalizacji konstrukcji ze względu na pa-

rametry projektowe, jak również do modelowania defektów, które zazwyczaj powodują

lokalne obniżenie sztywności konstrukcji. Zaprezentowane równania i oparte na nich algo-

rytmy dotyczyć będą ustrojów sk ladających się z dowolnych elementów skończonych21),

w których aspekt dystorsyjny zrealizowano wed lug metodologii podanej w poprzednim

rozdziale. Prezentowane przyk lady dotyczyć będą konstrukcji prętowych.

4.2. Modelowanie zmiany parametrów konstrukcji

Konstrukcja początkowa (przy braku oddzia lywań pozastatycznych, takich jak np.

obciążenie termiczne) spe lnia następujący związek konstytutywny:

L

Si = ki
L
εi. (4.1)

21) Patrz komentarz w przypisie 20, str. 69.
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gdzie:
L

Si są sk ladowymi wektorów si l wewnętrznych elementów konstrukcji (sk ladowy-

mi tzw. naprężeń uogólnionych),
L
εi są sk ladowymi wektorów uogólnionych odkszta lceń,

natomiast ki to parametry sztywnościowe elementów konstrukcyjnych.

Analogiczny związek dla si l wewnętrznych Si i odkszta lceń uogólnionych εi konstrukcji

zmodyfikowanej ma postać:

Si = k̂i εi, (4.2)

gdzie k̂i są sztywnościami zmodyfikowanej konstrukcji.

Poprzez modyfikację konstrukcji rozumiemy zmianę pewnych parametrów ps niektó-

rych jej elementów. Parametrami tymi może być przyk ladowo jakís wymiar przekroju po-

przecznego, ca lkowite pole przekroju, albo modu l Younga materia lu jakiegoś elementu itp.

Te wybrane parametry grupujemy w wektor parametrów konstrukcyjnych p =
[
ps

]
.

Wymagamy, aby sk ladowe tego wektora mia ly jednoznacznie określony wp lyw na uogól-

nione sztywności elementów konstrukcji, czyli aby istnia la zależność:

ki = ki(p), (4.3)

pociągająca oczywíscie za sobą analogiczny związek na sztywności i parametry zmodyfi-

kowane:

k̂i = ki(p̂), gdzie p̂ =
[
p̂s

]
, (4.4)

przy czym p̂s to oczywíscie zmodyfikowana wartość parametru ps.

Wygodnie jest pos lugiwać się nie tyle samymi wartościami (pierwotną i zmodyfi-

kowaną) parametru konstrukcyjnego, co wielkością opisującą jego modyfikację. W laśnie

wspó lczynniki opisujące modyfikacje parametrów konstrukcji stanowić mogą idealne pa-

rametry dla funkcji celu określonych dla różnych zagadnień. Korzystać zatem będziemy

z wektora modyfikacji parametrów konstrukcyjnych

λ =
[
λs

]
, o sk ladowych: λs ≡

p̂s

ps

, (4.5)

wyrażających stosunek zmodyfikowanej wartości parametru do jego wartości pierwotnej.

Jeżeli parametr ps charakteryzuje tylko jeden konkretny element konstrukcji to je-

go modyfikacja λs będzie wp lywa la na uogólnione sztywności ki tylko tego elementu.

Zauważmy jednak, że można pos lugiwać się parametrami wspólnymi dla pewnej grupy

elementów, co ma miejsce, gdy w konstrukcji dopuszczane są zmiany dotyczące jednocze-

śnie wszystkich elementów z danej grupy. Takie podej́scie jest szczególnie istotne w za-

gadnieniach przeprojektowywania konstrukcji, gdzie wiele cech elementów (jak materia l,

wymiary przekroju) musi pozostać ujednolicone dla różnych grup elementów, stanowiąc

swego rodzaju ograniczenie (jedno z wielu) dla procesu optymalizacji. Proponowane po-

dej́scie umożliwia naturalne i proste uwzględnienie tego ograniczenia już na poziomie

opisu zagadnienia, tj. konstrukcji funkcji celu, a nie ograniczeń na lożonych na jej para-

metry.

Idea analizowanej przez nas metody polega na wykorzystaniu dystorsji wirtualnych

w celu modelownia wp lywu modyfikacji parametrów konstrukcyjnych. Pokazalísmy, że

si ly wewnętrzne oraz odkszta lcenia w konstrukcji modelowanej dystorsjami sk ladają się
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z czynnika liniowego, będącego wynikiem obciążenia statycznego, oraz z części rezydual-

nej, pochodzącej od zadanych stanów dystorsyjnych:

Si =
L

Si +
R

Si = ki
L
εi + ki

∑

j∈D

(
Dij − δij

)
ε̂j , (4.6)

εi =
L
εi +

R
εi =

L
εi +

∑

j∈D

Dij ε̂j. (4.7)

Jak wiadomo, przyjmujemy postulat, aby konstrukcja zmodyfikowana i konstrukcja mo-

delowana dystorsjami by ly tożsame w sensie równości pól odkszta lceń i si l wewnętrznych.

Zatem, podstawiając (4.6) i (4.7) do (4.2), otrzymujemy:

ki
L
εi + ki

∑

j∈D

(
Dij − δij

)
ε̂j = k̂i

(

L
εi +

∑

j∈D

Dij ε̂j

)

. (4.8)

Dzieląc strony powyższego równania przez ki oraz wykorzystując istotne w dalszych roz-

ważaniach oznaczenie:

µi ≡
k̂i

ki

, (4.9)

otrzymujemy
∑

j∈D

[
δij − (1 − µi) Dij

]
ε̂j = (1 − µi)

L
εi. (4.10)

Jest to uk lad równań liniowych ze względu na dystorsje ε̂i:

∑

j∈D

Aij ε̂j = bi, (4.11)

gdzie:

Aij = δij − (1 − µi) Dij, bi = (1 − µi)
L
εi. (4.12)

Rozwiązując ten uk lad otrzymamy dystorsje ε̂i, które należy na lożyć na elementy kon-

strukcji początkowej, aby (przy zadanym, ustalonym obciążeniu – tj. takim, dla którego

wyznaczono
L
εi oraz

L

Si) otrzymać takie same przemieszczenia, si ly wewnętrzne i odkszta l-

cenia uogólnione, jak w konstrukcji zmodyfikowanej obciążonej w ten sam sposób. Znając

wartości dystorsji modelujących ε̂i możemy szybko wyznaczyć uaktualnione wartości si l

wewnętrznych i odkszta lceń (w lokalizacjach dystorsyjnych i ∈ D), korzystając ze związ-

ków (4.6) i (4.7). Zauważmy tutaj, że do wyznaczenia dystorsji oraz obliczenia aktualnych

stanów odkszta lcenia wykorzystujemy tę samą odkszta lceniową macierz wp lywu Dij , przy

czym w tym drugim przypadku pe lni ona rolę tzw. uogólnionej macierzy wp lywu (patrz

paragraf 2.3.2). Zwykle jednak interesują nas aktualne (tj. po wirtualnych modyfikacjach)

wartości dla określonych wielkości innych niż odkszta lcenia w lokalizacjach i ∈ D – efek-

tywnym podej́sciem jest wykorzystywanie obliczonej na wstępie w tym celu odpowiedniej

ogólnej macierzy wp lywu.

Wprowadzone oznaczenie (4.9) definiuje zmianę sztywności konstrukcyjnej ki. By lo

ono już wcześniej wykorzystywane dla konkretnych przypadków sztywności pod lużnej
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i zgięciowej pręta. Przyjmijmy teraz, że zależność (4.3) (wspó lczynnika sztywności ki od

przyjętych parametrów konstrukcyjnych p) jest takiego rodzaju, że parametr zmiany tej

sztywności da się przedstawić w postaci22):

µi = µi(λ), (4.13)

czyli jako funkcja wielkości opisujących modyfikacje parametrów konstrukcyjnych. Defi-

niujemy zatem wektor zmiany sztywności konstrukcji, jako w jednoznaczny sposób

zależny od sk ladowych wektora modyfikacji parametrów konstrukcyjnych:

µ(λ) =
[
µi(λ)

]
. (4.14)

W przypadku stosowania Metody Dystorsji Wirtualnych do zagadnień wrażliwości, w któ-

rych obliczamy wp lyw na konstrukcję zmiany pewnych parametrów, potrzebujemy, aby

zależność (4.13) by la różniczkowalna, tzn. aby można by lo określić gradient

dµ

dλ
(λ) =

[
∂µi

∂λs
(λ)

]

. (4.15)

Przeprowadzone powyżej postępowanie jest niejako uogólnionym powtórzeniem rozu-

mowania z rozdzia lu 2.2. Zauważmy bowiem, że uk lad (4.10) otrzymamy podstawiając

związek (4.7) do równania (2.9), gdzie oczywíscie wielkości ε̂i, εi oraz µi traktujemy tym

razem jako dystorsje, odkszta lcenia i modyfikacje sztywnościowe dowolnych elementów

skończonych.

4.2.1. Podstawowy algorytm MDW

W tablicy Algorytm 4.1 przedstawiono najprostszy, podstawowy algorytm Meto-

dy Dystorsji Wirtualnych, którego celem jest wyznaczenie wartości dystorsji wirtualnych

modelujących modyfikacje konstrukcji pod ustalonym obciążeniem statycznym oraz okre-

ślenie wp lywu tych modyfikacji na zachowanie się konstrukcji. Jedną z danych pobiera-

nych przez ten algorytm jest wektorowa funkcja zmiany sztywności konstrukcji, µ(λ), na

skutek zadanego wektora modyfikacji parametrów konstrukcyjnych, λ. Sposób konstru-

owania tej funkcji dla konstrukcji z lożonej z elementów prętowych zostanie przedstawiony

w następnym podrozdziale. Przedstawione tam przyk lady można uogólnić dla przypadku

innych elementów skończonych. Zauważmy również, że wymiar wektora funkcji mody-

fikacji sztywności musi być oczywíscie równy liczbie zadanych lokalizacji dystorsjnych.

Ponadto sk ladowe wektora modyfikacji, λs, muszą spe lniać określone ograniczenia, przy-

najmniej zapewniające nieujemność sk ladowych wektora µ.

Jedną z wielkości obliczanych w inicjującej części algorytmu jest ogólna macierz wp ly-

wu, D̆αi. Do obliczenia tej macierzy potrzebne są funkcje odpowiedzi, fα(q), które muszą

liniowo zależeć od węz lowych przemieszczeń konstrukcji, q, a więc pośrednio opisują jak

dowolne obciążenia statyczne konstrukcji, Q, (a więc również np. obciążenia kompensa-

cyjne) wp lywają na interesujące nas wielkości. W praktyce są to więc często po prostu

22) Jest to zwykle możliwe dla praktycznie przyjmowanych parametrów. Wybór parametrów powinien

uwzględniać ten postulat.
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Algorytm 4.1. Modelowanie modyfikacji parametrów konstrukcji statycznej.

Dane oraz obliczenia inicjujące

1. Dane są:

• konstrukcja pod ustalonym obciążeniem statycznym Q,

• lokalizacje dystorsyjne: i, j ∈ D,

• funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywności: µ(λ) =
[
µi(λ)

]
,

• wektorowa funkcja odpowiedzi: f(q) =
[
fα(q)

]
.

2. Obliczamy:

• wektory liniowej odpowiedzi konstrukcji (tj. na obc. Q):
L
εi,

L

fα = fα(q dla Q).

• odkszta lceniowa macierz wp lywu: Dij ,

• ogólna macierz wp lywu: D̆αi = fα(q dla εi = 1).

Obliczenia powtarzalne

3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametrów konstrukcyj-

nych: λ =
[
λs

]
.

4. Obliczamy modyfikacje sztywnościowe: µi = µi(λ).

5. Wyznaczamy macierz: Aij = δij − (1 − µi) Dij .

6. Obliczamy wektor prawej strony: bi = (1 − µi)
L
εi.

7. Rozwiązujemy uk lad równań:
∑

j∈D

Aij ε̂j = bi.

Otrzymujemy dystorsje: ε̂i.

8. Obliczamy uaktualniony wektor funkcji odpowiedzi: fα =
L

fα +
R

fα =
L

fα +
∑

i

D̆αi ε̂i.

funkcje liniowo zależne od uogólnionych przemieszczeń węz lów w uk ladzie globalnym,

przy czym przemieszczenia te wyznaczane są dla konkretnych obciążeń w wyniku rozwią-

zania podstawowego uk ladu równań statyki konstrukcji (potrzebny jest więc numeryczny

model konstrukcji). Funkcję odpowiedzi wykorzystuje się również na wstępie do obliczenia

liniowej odpowiedzi ustroju,
L

fα, na zadane obciążenie statyczne, Q. Dla tego obciążenia

wyznaczana jest również odkszta lceniowa odpowiedź uk ladu w lokalizacjach dystorsyj-

nych,
L
εi, która niezbędna jest przy wyznaczeniu dystorsji wirtualnych. Dystorsje te mo-

delują więc zmiany parametrów konstrukcyjnych ustroju rozumianego jako konstrukcja

wraz z określonym obciążeniem. Zauważmy, że zarówno ogólna macierz wp lywu, jak i

odpowiedź liniowa wykorzystywane są dopiero w ostatnim punkcie algorytmu, już po ob-

liczeniu dystorsji wirtualnych. Jak już wspomniano, podej́scie to pozwala na ca lkowite

uniezależnienie się od modelu konstrukcji po przeprowadzeniu obliczeń inicjujących (tj.

zmagazynowaniu macierzy wp lywu itp.) – możemy wtedy wielokrotnie wykonywać ob-

liczenia dystorsji modelujące dowolne zmiany zadanych parametrów konstrukcyjnych i

sprawdzać jak wp lywają one na aktualny stan wielkości opisywanych przez zadany na

wstępie wektor funkcji odpowiedzi. Uzyskane wyniki można wykorzystywać w różnego
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rodzaju procedurach sterujących, jako parametry funkcji celu itp., inicjując kolejne ite-

racje, w których ponownie obliczamy dystorsje wykorzystywane do modelowania nowych

modyfikacji.

Czasem bardziej odpowiednim może być podej́scie, w którym nie korzystamy z ogólnej

macierzy wp lywu, D̆αi, gdyż z jakís przyczyn nie możemy lub nie chcemy definiować

funkcji odpowiedzi (np. nie można określić na wstępie jaki rodzaj odpowiedzi konstrukcji

nas interesuje). W tym przypadku postępujemy następująco:

• obliczamy dystorsje wirtualne, ε̂i, wed lug punktów 3÷7 (mając w tym celu zmaga-

zynowane Dij oraz
L
εi),

• obliczamy ca lkowite obciążenie kompensacyjne dla wszystkich dystorsji, jako kombi-

nację liniową obciążeń kompensacyjnych dla odpowiednich dystorsji jednostkowych

ze wspó lczynnikami kombinacji w postaci wartości wyznaczonych dystorsji:

Q̂(ca lk.) =
∑

i∈D

ε̂i Q̂
(dla ε̂i = 1), (4.16)

• wp lyw tych dystorsji (czyli wirtualna modyfikacja) realizowany jest poprzez do-

danie powyższego ca lkowitego obciążenia kompensacyjnego (tj. pochodzącego od

wszystkich dystorsji) do ustalonego obciążenia statycznego:

Q(akt.) = Q + Q̂(ca lk.), (4.17)

• otrzymane w ten sposób aktualne obciążenie konstrukcji, Q(akt.), wykorzystujemy

obliczając uogólnione przemieszczenia węz lów, które będą identyczne z przemiesz-

czeniami konstrukcji zmodyfikowanej poddanej obciążeniu Q, i które możemy teraz

wykorzystać w dowolnym celu.

Zauważmy, że ten sposób postępowania wymaga sta lego dysponowania dostępem do nu-

merycznego modelu konstrukcji, który jednak dzięki zastosowaniu MDW nie podlega

modyfikacji.

Na koniec zajmijmy się przypadkiem, gdy chcemy dokonywać wirtualnych modyfikacji

konstrukcji dla różnych wariantów obciążenia statycznego, Q. Istotnym novum jest tutaj

tylko to, iż dla każdego z tych wariantów w celu wyznaczenia dystorsji musimy najpierw

obliczyć odpowiednią odpowiedź liniową – odkszta lceniową,
L
εi, oraz (ewentualnie) funkcji

odpowiedzi,
L

fα. Macierze wp lywu (zarówno odkszta lceniowa, jaki i ogólna) są oczywíscie

dla wszystkich wariantów identyczne.

4.3. Przyk ladowe parametry konstrukcyjne, a zmiana sztyw-

ności

W podrozdziale tym, dla przypadków elementów prętowych oraz prostej konstrukcji

ramowej, zostaną przedstawione przyk lady konstruowania wektorów modyfikacji parame-

trów konstrukcyjnych oraz wyznaczania macierzy ich gradientu. Oczywíscie w analogiczny

sposób należy postępować mając do czynienia z innymi elementami skończonymi.
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4.3.1. Pręt kratowy

W przypadku pręta kratownicy dysponujemy, jak wiadomo, tylko jednym wspó lczyn-

nikiem sztywności – brane pod uwagę parametry muszą wp lywać na sztywność pod lużną

charakteryzującą ten element. Wektor zmiany sztywności dla pojedynczego pręta ma

zatem tylko jedną sk ladową:

µ =
[
µ1

]
, µ1 =

k̂EA

kEA
. (4.18)

Poniżej przedstawiamy przyk ladowe parametry konstrukcyjne elementu kratowego oraz

ich relacje z wektorem zmiany sztywności i jego gradientem.

• Rozpatrzymy wp lyw modu lu Younga materia lu pręta lub (co jest tożsame) pola

jego przekroju poprzecznego na sztywność pod lużną pręta. Niech zatem wektor

modyfikacji parametrów konstrukcyjnych ma jedną sk ladową λ =
[
λ1

]
, przy czym

λ1 = Ê/E lub λ1 = Â/A. Od razu widać, że

µ(λ) =
[
λ1

]
oraz

dµ

dλ
(λ) =

[
1
]

= const. (4.19)

Ten oczywisty wynik jest tożsamy z sytuacją, w której za parametr przyjętoby

bezpośrednio sztywność pod lużną λ1 = kEA.

• Mniej trywialny wynik otrzymamy przyjmując modu l Younga i pole przekroju jako

dwa niezależne parametry23), czyli: λ =
[
λ1 λ2

]T
, gdzie λ1 = Ê/E, λ2 = Â/A.

Wtedy

µ(λ) =
[
λ1λ2

]
oraz

dµ

dλ
(λ) =

[
λ2

λ1

]

= const. (4.20)

• Rozpatrzmy pręt o ko lowym przekroju poprzecznym. Promień r tego przekroju

stanowi dla nas istotny parametr konstrukcyjny. Niech więc: λ =
[
λ1

]
, λ1 = r̂/r.

Wtedy

µ1 =
k̂EA

kEA
=

Eπr̂2

Eπr2
=

(
r̂

r

)2

, (4.21)

czyli

µ(λ) =
[
λ2

1

]
oraz

dµ

dλ
(λ) =

[
2λ1

]
. (4.22)

• Dla pręta o przekroju ko lowym za parametry przyjmujemy modu l Younga materia lu

i promień przekroju – zatem: λ =
[
λ1 λ2

]T
, gdzie λ1 = Ê/E oraz λ2 = r̂/r.

Wtedy

µ(λ) =
[
λ1λ

2
2

]
oraz

dµ

dλ
(λ) =

[
λ2

2

2λ1λ2

]

. (4.23)

23)Mog loby się wydawać, że w przypadku pręta kratownicy lepiej jest zawsze przyjąć jeden, bezpośredni

parametr: sztywność pod lużną. Jednakże stosowanie podej́scia, w którym rozróżniamy dwa parametry

(w taki sam, liniowy sposób wp lywające na wspó lczynnik sztywności pod lużnej) ma bardzo często sens

– np. w przypadku, gdy pręt stanowi fragment konstrukcji, w której zarazem modelujemy materia l,

jak i pola przekrojów, przy czym – przyk ladowo – materia l jest wspólny dla pewnej grupy elementów,

natomiast pola przekrojów rozpatrujemy indywidualnie.
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4.3.2. Pręt ramy p laskiej

Przypomnijmy, że w p laskim pręcie Bernoulliego wyróżniamy dwa wspó lczynniki

sztywności: pod lużny kEA i zgięciowy kEJ . W poprzednim rozdziale pokazano, że w ele-

mencie skończonym takiego pręta mamy po trzy sk ladowe wektora odkszta lcenia (3.57)

i trzy sk ladowe wektora si l wewnętrznych (3.87). Spe lniają one związek konstytutyw-

ny (4.1), gdzie podstawiamy: S1 = N
(e)
x const, ε1 = ε

(e)
x , S2 = M

(e)
z const, ε2 = κ

(e)
z ,

S3 = M
(e)
z asym i ε3 = χ

(e)
z , oraz dla sk ladowych stanu pod lużnego k1 = kEA, natomiast

dla obu par sk ladowych stanu zgięciowego wykorzystujemy ten sam wspó lczynnik sztyw-

ności zgięciowej: k2 = k3 = kEJ . Zatem wektor zmiany sztywności dla pojedynczego

elementu będzie mia l trzy sk ladowe i postać:

µ =





µ1

µ2

µ3



 , gdzie µ1 =
k̂EA

kEA

, µ2 = µ3 =
k̂EJ

kEJ

. (4.24)

Przyjmijmy, że przekrój poprzeczny elementu jest prostokątem o wymiarach: b × h.

Przypomnijmy, że sztywność pod lużna takiego pręta wynosi kEA = E bh, natomiast

sztywność zgięciowa: kEJ = E bh3/12. Poniżej prezentujemy przyk ladowe wektory zmia-

ny sztywności i macierze ich gradientu przy wyborze odpowiednich parametrów konstruk-

cyjnych.

• Niech λ =
[
λ1

]
, gdzie λ1 =

Ê

E
lub λ1 =

b̂

b
. Wtedy

µ(λ) =





λ1

λ1

λ1



 oraz
dµ

dλ
(λ) =





1

1

1



 = const. (4.25)

• Niech λ =
[
λ1

]
, gdzie λ1 =

ĥ

h
. Wtedy

µ(λ) =





λ1

λ3
1

λ3
1



 oraz
dµ

dλ
(λ) =





1

3λ2
1

3λ2
1



 . (4.26)

• Niech λ =
[
λ1 λ2 λ3

]T
, gdzie λ1 =

Ê

E
, λ2 =

b̂

b
, λ3 =

ĥ

h
. Wtedy

µ(λ) =






λ1λ2λ3

λ1λ2λ
3
3

λ1λ2λ
3
3




 oraz

dµ

dλ
(λ) =






λ2λ3 λ1λ3 λ1λ2

λ2λ
3
3 λ1λ

3
3 3λ1λ2λ

2
3

λ2λ
3
3 λ1λ

3
3 3λ1λ2λ

2
3




 . (4.27)

• Niech λ =
[
λ1

]
, gdzie λ1 =

b̂

b
=

ĥ

h
. Przyjęta sk ladowa wektora modyfika-

cji oznacza, że zmiana parametru konstrukcyjnego zachowuje proporcje pomiędzy
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d lugościami boków przekroju (tzn. jeśli np. przekrój by l kwadratowy, to takim po-

zostanie po modyfikacji). Wtedy

µ(λ) =






λ2
1

λ4
1

λ4
1




 oraz

dµ

dλ
(λ) =






2λ1

4λ3
1

4λ3
1




 . (4.28)

4.3.3. Parametry konstrukcyjne i sztywnościowe ustroju na przyk ladzie ra-

my p laskiej

Rozpatrzmy ramę p laską, o przynajmniej dwóch elementach belkowych (e = 1, 2)

i jednym kratowym (e = 3). Przekroje poprzeczne tych elementów są prostokątne o wy-

miarach: b(e) × h(e) (e = 1, 2, 3). Pozosta le elementy nie są brane pod uwagę, gdyż

zak ladamy, że parametry konstrukcyjne wp lywające na ich sztywność nie ulegają zmianie

(mogą to więc nawet być elementy skończone innego typu niż pręty ramy p laskiej).

• Niech λ =
[
λ1 λ2 λ3

]T
, gdzie λs =

b̂(s)

b(s)
(s = 1, 2, 3). Wtedy

µ(λ) =














λ1

λ1

λ1

λ2

λ2

λ2

λ3














,
dµ

dλ
(λ) =














1 0 0

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1














= const. (4.29)

• Niech λ =
[
λ1 λ2 λ3

]T
, gdzie λs =

ĥ(s)

h(s)
(s = 1, 2, 3). Wtedy

µ(λ) =

















λ1

λ3
1

λ3
1

λ2

λ3
2

λ3
2

λ3

















,
dµ

dλ
(λ) =

















1 0 0

3λ2
1 0 0

3λ2
1 0 0

0 1 0

0 3λ2
2 0

0 3λ2
2 0

0 0 1

















. (4.30)

• Niech λ =
[
λ1 λ2 λ3

]T
, gdzie λ1 =

b̂(1)

b(1)
=

b̂(2)

b(2)
, λ2 =

ĥ(1)

h(1)
=

ĥ(2)

h(2)
, λ3 =

Â(3)

A(3)
.

Przyjmujemy tutaj takie sk ladowe wektora modyfikacji, które przy dodatkowym

za lożeniu, że b(1) = b(2) i h(1) = h(2), oznaczają, iż przekroje elementów ramo-

wych (e = 1, 2) są i pozostaną identyczne, natomiast ewentualne zmiany przekroju
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pręta kratowego (e = 3) są modelowane niezależnie. Otrzymujemy

µ(λ) =

















λ1λ2

λ1λ
3
2

λ1λ
3
2

λ1λ2

λ1λ
3
2

λ1λ
3
2

λ3

















,
dµ

dλ
(λ) =

















λ2 λ1 0

λ3
2 3λ1λ

2
2 0

λ3
2 3λ1λ

2
2 0

λ2 λ1 0

λ3
2 3λ1λ

2
2 0

λ3
2 3λ1λ

2
2 0

0 0 1

















. (4.31)

• Niech λ =
[
λ1 λ2

]T
, gdzie λ1 =

b̂(2)

b(2)
, λ2 =

ĥ(2)

h(2)
. Oznacza to, iż modelujemy

tylko element e = 2. Wtedy

µ(λ) =

















1

1

1

λ1λ2

λ1λ
3
2

λ1λ
3
2

1

















,
dµ

dλ
(λ) =

















0 0

0 0

0 0

λ2 λ1

λ3
2 3λ1λ

2
2

λ3
2 3λ1λ

2
2

0 0

















. (4.32)

Oczywíscie w przypadku kiedy wiemy, że elementy e = 1, 3 nie będą modyfikowa-

ne należy ograniczyć zbiór lokalizacji dystorsyjnych tylko do dystorsji na elemen-

cie e = 2, co ograniczy wektor modyfikacji i macierz gradientu (4.32) do wierszy 4,

5 i 6.

4.4. Przyk lad modelowania dystorsjami

Przedstawiony poniżej przyk lad ma charakter czysto dydaktyczny – prezentuje kolej-

no obliczenia dokonywane w ramach algorytmu 4.1. Może zatem stanowić również prosty

test numeryczny. Nie eksponuje jednak istoty MDW, która polega na wykorzystaniu

możliwości wielokrotnego, wirtualnego modyfikowania ustroju dla problemów modelo-

wania defektów, uplastycznienia, do zagadnień przeprojektowywania oraz aktywnej lub

pó l-aktywnej kontroli (active and semi-active control) i sterowania (tzw. konstrukcje “in-

teligentne” – smart structures).

Przyk lad 4.1 : Rozpatrywać będziemy ramę p laską przedstawioną na rys. 4.1, poddaną

ustalonemu obciążeniu statycznemu, si lą skupioną P = 1000 N oraz momentem zginającym

M = 500 N m, w sposób pokazany na rysunku.

Przyjmijmy dla wszystkich elementów ramy identyczny materia l (stal) o module Younga:

E = 2,1 · 1011 N/m2. Natomiast charakterystyki geometryczne dla poszczególnych elementów
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Rys. 4.1. Rama p laska. Modyfikacja dotyczy elementów 3 i 4.

są następujące:

A(1) = A(2) = A(5) = 1,2 · 10−3 m2, A(6) = 1,2 · 10−3 m2,

J (1)
z = J (2)

z = J (5)
z = 1,6 · 10−7 m4,

oraz dla elementów nr 3 i 4:

A(3) = b2, A(4) = b h, J (4)
z =

b h3

12
,

skąd można wnioskować, że h jest wysokością prostokątnego przekroju poprzecznego elemen-

tu e = 4, natomiast b jest jego szerokością, a zarazem d lugością boku kwadratowego przekroju

elementu e = 3, przy czym uznajemy, że podczas ewentualnych modyfikacji ta zależność musi

zostać utrzymana. Przyjmujemy, że pierwotne wartości tych parametrów wynoszą:

b = 3 · 10−2 m, h = 4 · 10−2 m.

Interesować nas będzie wp lyw modyfikacji powyższych parametrów na konstrukcję pod

zadanym obciążeniem statycznym. Wektor modyfikacji parametrów konstrukcyjnych ma zatem

postać:

λ =

[
λ1

λ2

]

, gdzie: λ1 =
b̂

b
, λ2 =

ĥ

h
. (4.33)

Modyfikacje dotyczyć będą tylko elementów nr 3 i 4, gdyż zmiana wartości parametru h

wp lywa na wspó lczynniki sztywności k
(4)
EA oraz k

(4)
EJ , zaś zmiana parametru b wp lywa na te

sztywności i dodatkowo na wspó lczynnik k
(3)
EA. Wektor modyfikacji sztywności definiujemy

zatem następująco:

µ(λ) =

[

k̂
(3)
EA

k
(3)
EA

k̂
(4)
EA

k
(4)
EA

k̂
(4)
EJ

k
(4)
EJ

k̂
(4)
EJ

k
(4)
EJ

]T

=








λ2
1

λ1λ2

λ1λ
3
2

λ1λ
3
2








, (4.34)
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natomiast lokalizacje dystorsyjne wskazują (odpowiednio) parametry uogólnionych odkszta lceń

dla tych elementów:

D =
{

1 → ε(3)
x , 2 → ε(4)

x , 3 → κ
(4)
z , 4 → χ(4)

z

}
, (4.35)

a więc i, j = 1, . . . , 4. Wektor dystorsji definiujemy konsekwentnie w następujący sposób:

ε̂ =
[

ε̂
(3)
x ε̂

(4)
x κ̂

(4)
z χ̂

(4)
z

]T

. (4.36)

Potrzebna dla obliczania dystorsji odkszta lceniowa macierz wp lywu ma wymiar 4 × 4

i postać:

D =
[
Dij

]
=








9,999141E-01 4,553945E-06 -3,415458E-05 2,276972E-06

1,366183E-05 9,999992E-01 5,834806E-06 -3,889870E-07

-7,684781E-01 4,376104E-02 6,717922E-01 2,188052E-02

1,536956E-01 -8,752209E-03 6,564156E-02 9,956239E-01








. (4.37)

Natomiast zależna od ustalonego obciążenia statycznego, a więc liniowa część odkszta lceń w

lokalizacjach dystorsyjnych wynosi:

L
ε =

[
L
εi

]
=

[
L
ε

(3)
x

L
ε

(4)
x

L
κ

(4)
z

L
χ

(4)
z

]T

=







1,529805E-06

1,720844E-07

-2,239269E-03

-5,504527E-03







. (4.38)

Przyjmijmy, że z jakís względów interesować nas będą tylko:

• przemieszczenie pionowe węz la nr 5,

• różnica pomiędzy kątami obrotu węz lów nr 3 i 2 (nb. wielkość ta jest proporcjonalna do

krzywizny belki e = 2).

Zauważmy, że obie te wielkości są liniowo zależne od uogólnionych przemieszczeń konstrukcji,

a więc liniowo zależne od obciążenia itd. – spe lniają więc za lożenia za lożone na sk ladowe

wektora funkcji odpowiedzi. Zatem α = 1, 2, zaś wektor funkcji odpowiedzi ma postać:

f =

[
f1

f2

]

, gdzie: f1 = v5, f2 = ϕ3 − ϕ2. (4.39)

Funkcje te wykorzystujemy do obliczenia ogólnej macierzy wp lywu (o wymiarze 2 × 4):

D̆ =
[
D̆αi

]
=

[

2,313065E+00 8,673052E-02 -1,504789E-01 -1,233014E-01

-1,251920E+00 8,261400E-02 -6,196050E-01 4,130700E-02

]

, (4.40)

oraz wyznaczamy liniową odpowiedź konstrukcji na zadane obciążenie statyczne:

L

f =
[ L

fα

]
=

[

5,602002E-03

7,705601E-03

]

. (4.41)

Mając zmagazynowane odkszta lceniową macierz wp lywu (4.37) oraz linowe odkszta lce-

nia (4.38), możemy obliczać wektor dystorsji wirtualnych modelujących zadane modyfikacje
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parametrów konstrukcyjnych (4.33). Przyk ladowo dla λ =
[
0,8 0,6

]T
obliczamy wektor mo-

dyfikacji sztywności:

µ(λ) =
[
µi

]
=

[

0,64 0,48 0,1728 0,1728
]T

, (4.42)

który wykorzystujemy do wyznaczenia macierzy Aij i wektora prawej strony bi, zgodnie z wzo-

rami (4.12). Następnie rozwiązujemy uk lad równań (4.11), otrzymując poszukiwany wektor

dystorsji:

ε̂ =
[
ε̂i

]
=







9,269262E-07

1,645735E-07

-5,288167E-03

-2,743663E-02







. (4.43)

Wykorzystując z kolei ogólną macierze wp lywu (4.40) oraz liniową odpowiedź konstruk-

cji (4.41) wyznaczamy uaktualniony wektor funkcji odpowiedzi:

f =
[
fα

]
=

[

9,782894E-03

9,847704E-03

]

. (4.44)

Dla λ =
[
1,0 0,6

]T
otrzymujemy inne wartości dystorsji oraz inne wyniki dla wektora

funkcji odpowiedzi:

ε̂ =
[
ε̂i

]
=








0,000000E+00

1,027461E-07

-4,459823E-03

-2,071297E-02








, f =
[
fα

]
=

[

8,827059E-03

9,613347E-03

]

. (4.45)

Dystorsja ε̂1 = ε̂
(3)
x jest zerowa, gdyż dla λ1 = 1,0 (tzn. przy braku modyfikacji parametru b)

sztywność elementu e = 3 nie ulega zmianie.

Sprawdzono, że uzyskane rezultaty, będące wynikiem wirtualnych modyfikacji za pomocą

dystorsji są takie same (z dok ladnością do b lędów numerycznych mniejszych niż 10−13) jak

wyniki otrzymane dla faktycznych modyfikacji (tzn. zmieniających macierz sztywności kon-

strukcji).



ROZDZIAŁ 5
Zastosowanie MDW

do analizy wraŜliwości
konstrukcji statycznej

5.1. Wprowadzenie

Analiza wrażliwości polega na badaniu w jaki sposób zmieniają się w lasności ustroju

w odpowiedzi na niewielką modyfikację (perturbację) zmiennej projektowej, rozumianej

jako zmiana pewnego parametru konstrukcyjnego. W sensie matematycznym analiza ta

polega na znalezieniu pochodnych pewnej funkcji ze względu na wybrane zmienne. Funk-

cja ta stanowi również (w najbardziej ogólnie rozumianym sensie) określoną w pewien

sposób odpowiedź ustroju. W przypadku, gdy jest liniowo zależna od przemieszczeń kon-

strukcji będzie ona spe lnia la kryteria funkcji odpowiedzi. Ogólnie jednak można mówić o

pewnej dosyć dowolnej funkcji (tzn. spe lniającej tylko pewne “s labsze” warunki matema-

tyczne), którą nazywać będziemy funkcją celu. Zak ladać jednak będziemy, że funkcja

ta w “jawnie różniczkowalny sposób” zależy w laśnie od określonych funkcji odpowiedzi,

czyli:

fcel(λ) = f̃cel

(
f(λ)

)
, f(λ) =

[
fα(λ)

]
, λ ∈ L, (5.1)

gdzie λ =
[
λs

]
jest oczywíscie wektorem modyfikacji parametrów konstrukcyjnych, któ-

rego sk ladowe stanowią zarazem, jak widać, parametry funkcji celu. Zwykle na parametry

funkcji celu na lożone są pewne ograniczenia, wynikające z istoty problemu, dla którego

funkcja celu stanowi matematyczny opis. Uwzględnienie tych ograniczeń pozwala zdefi-

niować zbiór dopuszczalnych wektorów modyfikacji L. Oprócz tego oczywistym jest, iż

85
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dopuszczalne wartości parametrów λs powinny przynajmniej zawsze gwarantować nie-

ujemność wspó lczynników sztywności, tzn.:

µi(λ) > 0 dla λ ∈ L. (5.2)

Wrażliwość na niewielką perturbację parametrów λs opisana jest zatem przez gra-

dient funkcji celu:
∂fcel(λ)

∂λs
=

∂f̃cel(f)

∂fα

∂fα(λ)

∂λs
. (5.3)

W rozdziale 7 rozumowanie analogiczne do przedstawionego tutaj zostanie powtó-

rzone i nieco szerzej omówione w kontekście analizy wrażliwości konstrukcji poddanej

obciążeniu dynamicznemu.

5.2. Gradient funkcji odpowiedzi

Wstępne omówienie zagadnienia wrażliwości, a zw laszcza równanie (5.3) pokazują,

że analiza wrażliwości, czy też obliczanie pochodnych funkcji celu sprowadzać się będzie

w zasadzie do wyznaczenia gradientu funkcji odpowiedzi:

df

dλ
(λ) =

[
∂fα(λ)

∂λs

]

. (5.4)

Przypomnijmy, że funkcja odpowiedzi sk lada się z czynnika czynnika liniowego, będącego

wynikiem obciążenia statycznego oraz z czynnika rezydualnego związanego z modelowal-

nymi przez dystorsje wirtualne modyfikacjami parametrów konstrukcyjnych:

fα(λ) =
L

fα +
R

fα(λ) =
L

fα +
∑

i∈D

D̆αi ε̂i(λ), (5.5)

przy czym – jak to ukazano w powyższym wyrażeniu – część liniowa jest zależna tylko od

obciązenia i (niejako z definicji) nie może zależeć od modyfikacji parametrów projekto-

wych λs, gdyż parametry te muszą być powiązane z wielkościami µi opisującymi zmianę

sztywności konstrukcji. Zatem widać, iż sk ladowe gradientu funkcji odpowiedzi zależą

tylko od części rezydualnej, która z kolei zależna jest od dystorsji ε̂i(λ), modelujących

modyfikacje sztywnościowe konstrukcji wynik le ze zmian wartości parametrów λs, co po

zróżniczkowaniu prowadzi do związku:

∂fα(λ)

∂λs
=

∂
R

fα(λ)

∂λs
=

∑

i∈D

D̆αi
∂ε̂i(λ)

∂λs
. (5.6)

gdzie pojawiają się wielkości ∂ε̂i

∂λs
, które definiujemy jako sk ladowe gradientu dystorsji:

dε̂

dλ
(λ) =

[
∂ε̂i(λ)

∂λs

]

. (5.7)

Wyznaczenie tych sk ladowych stanowić będzie istotę proponowanej metody obliczania

gradientu funkcji odpowiedzi.
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5.3. Gradient dystorsji

Gradient dystorsji wyznaczymy różniczkując uk lad równań (4.10) względem sk lado-

wych wektora λ =
[
λs

]
, pamiętając, że nie tylko ε̂i = ε̂i(λ), ale również µi = µi(λ). Po

zróżniczkowaniu oraz zastosowaniu związku

L
εi +

∑

j∈D

Dij ε̂j(λ) =
L
εi +

R
εi(λ) = εi(λ), (5.8)

opisującego ca lkowite odkszta lcenia w lokalizacjach dystorsyjnych, otrzymujemy następu-

jący zbiór S uk ladów równań liniowych (S = dim(λ)) na sk ladowe gradientu dystorsji:

∑

j∈D

Aij
∂ε̂j(λ)

∂λs
= −

∂µi(λ)

∂λs
εi(λ), (5.9)

gdzie macierz g lówna jest taka sama dla wszystkich uk ladów i ma postać identyczną jak

dla uk ladu (4.10), tzn.:

Aij = δij −
(
1 − µi(λ)

)
Dij . (5.10)

Widać zatem, że w celu wyznaczenia wszystkich sk ladowych gradientu dystorsji wystar-

czy tylko raz dokonać rozk ladu LU macierzy Aij , a następnie dla każdego s = 1, . . . , S

obliczyć wektor prawej strony

Bis = −
∂µi(λ)

∂λs
εi(λ) (5.11)

odpowiedniego uk ladu równań (5.9), który można teraz szybko rozwiązać. Zauważmy

tutaj, że do obliczenia wektorów (5.11) musimy znać odkszta lcenia (5.8), które w zale-

żą również od dystorsji wirtualnych. Musimy zatem uprzednio wyznaczyć te dystorsje

rozwiązując uk lad (4.10), opisany – jak już wspomniano – przez tę samą macierz Aij .

5.4. Algorytm dystorsyjnej analizy wrażliwości ustroju sta-

tycznego

W tablicy Algorytm 5.1 zaprezentowano sposób wykorzystania dystorsji wirtual-

nych dla analizy wrażliwości ustroju statycznego. Zwróćmy uwagę, iż w pewnej części

algorytm ten jest powtórzeniem algorytmu 4.1, gdyż dla wyznaczenia stanowiącego g lów-

ny cel obliczeń gradientu dystorsji potrzebujemy również obliczyć odpowiednie dystorsje

wirtualne. Stąd komentarze dotyczące algorytmu 4.1 są aktualne także i tutaj.

Na zakończenie rozpatrzmy jeszcze pewien szczególny przypadek, gdy λ = 1 (czyli,

gdy wszystkie sk ladowe wektora modyfikacji są jednostkowe: λs = 1). Wtedy algorytm 5.1

bardzo się upraszcza. Zauważmy bowiem, że µi(1) = 1, a więc macierz g lówna jest

jednostkowa, Aij = δij, dystorsje są zerowe, ε̂i = 0, zaś odkszta lcenia ca lkowite są równe

liniowym, εi =
L
εi. Zatem nie musimy nawet znać odkszta lceniowej macierzy wp lywu, Dij,

gdyż sk ladowe gradientu dystorsji wyznaczamy bezpośrednio ze wzoru:

∂ε̂i(1)

∂λs

= −
∂µi(1)

∂λs

L
εi, (5.12)
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Algorytm 5.1. Analiza wrażliwości konstrukcji statycznej.

Dane oraz obliczenia inicjujące

1. Dane są:

• konstrukcja pod ustalonym obciążeniem statycznym Q,

• lokalizacje dystorsyjne: i, j ∈ D,

• funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywności: µ(λ) =
[
µi(λ)

]
, oraz funkcja

jej gradientu dµ
dλ

(λ) =
[

∂µi

∂λs
(λ)

]

,

• wektorowa funkcja odpowiedzi: f(q) =
[
fα(q)

]
.

2. Obliczamy:

• wektory liniowej odpowiedzi konstrukcji (tj. na obc. Q):
L
εi,

L

fα = fα(q dla Q).

• odkszta lceniowa macierz wp lywu: Dij ,

• ogólna macierz wp lywu: D̆αi = fα(q dla εi = 1).

Obliczenia powtarzalne

3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametrów konstrukcyj-

nych λ =
[
λs

]
.

4. Obliczamy modyfikacje sztywnościowe: µi = µi(λ).

5. Wyznaczamy i dekomponujemy (rozk lad LU) macierz: Aij = δij − (1 − µi) Dij .

6. Obliczamy wektor prawej strony: bi = (1 − µi)
L
εi,

7. Rozwiązujemy uk lad równań:
∑

j∈D

Aij ε̂j = bi.

Otrzymujemy dystorsje: ε̂i.

8. Obliczamy odkszta lcenia ca lkowite: εi =
L
εi +

R
εi =

L
εi +

∑

j∈D

Dij ε̂j.

9. Przeprowadzamy następujące dzia lania dla każdego s:

• obliczamy wektor prawej strony: Bis = −
∂µi

∂λs
εi, gdzie:

∂µi

∂λs
=

∂µi

∂λs
(λ),

• następnie rozwiązujemy uk lad równań:
∑

j∈D

Aij
∂ε̂j

∂λs
= Bis.

Otrzymujemy gradient dystorsji:
∂ε̂i

∂λs
.

10. Obliczamy wyniki:

• gradient funkcji odpowiedzi:
∂fα

∂λs
=

∂
R

fα

∂λs
=

∑

i∈D

D̆αi
∂ε̂i

∂λs
,

• wartość funkcji odpowiedzi (można obliczać już po 7-ym punkcie algorytmu):

fα =
L

fα +
R

fα =
L

fα +
∑

i∈D

D̆αi ε̂i.
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co oznacza, że sk ladowe gradientu funkcji odpowiedzi są równe:

∂fα(1)

∂λs
= −

∑

i∈D

D̆αi
∂µi(1)

∂λs

L
εi. (5.13)

Przypadek ten wydaje się być dosyć istotnym – często może on stanowić punkt startowy

dla wielu zagadnień wykorzystujących analizę wrażliwości i opartych na procedurach

iteracyjnych.



ROZDZIAŁ 6
Metoda Impulsowych

Dystorsji Wirtualnych
(MIDW)

6.1. Wprowadzenie

Od tej chwili zajmować się będziemy analizą dynamiczną konstrukcji. Istnieje więc

potrzeba wprowadzenia czynnika czasu do Metody Dystorsji Wirtualnych. Przyjmiemy

zatem, że dystorsje wirtualne są teraz funkcjami zależnymi od czasu. Uzyskane odpowie-

dzi konstrukcji (tzw. funkcje przej́scia) na wymuszenia zadane tymi dystorsjami, rów-

nież będą funkcjami parametru t, co oznacza, że generować będą trójwymiarową macierz

wp lywu. Do tej pory oba wymiary macierzy wp lywu wiąza ly się z po lożeniem elementów,

w których zadawana jest dystorsja oraz w których uzyskiwana jest odpowiedź konstrukcji.

Teraz dochodzi wymiar związany z dyskretyzacją przestrzeni czasowej. Ogólnie mówiąc,

wielkości, które wcześniej określane by ly mianem wektorów24) (np. wektor przemieszczeń,

czy też wektor odkszta lceń konstrukcji), a których sk ladowe zależą od czasu, będą teraz

wielkościami dwuwymiarowymi (chociaż nadal nazywane będą wektorami); natomiast –

z tych samych względów – macierz wp lywu jest (jak już wspomniano) macierzą trójwy-

miarową.25)

24) W tym kontekście chodzi raczej o tablicę jednowymiarową, a nie element przestrzeni liniowej.
25) Umowa: W ca lej pracy zachowywać będziemy, z regu ly, zapis w laściwy dla funkcyjnej zależności

od czasu, tzn. niejako przed dyskretyzacją przestrzeni czasowej. Indeks t umieszczamy zatem tak, jak

gdyby by l zmienną lub parametrem, np.: Dij(t), εi(t), zamiast (odpowiednio): Dijt, εit. W przypadku

sumowania po czasie stosowany jednak zwykle będzie znak sumy, a nie ca lki.

91
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Przedstawione w niniejszym rozdziale uogólnienie MDW na zagadnienia dynamiki

uk ladów liniowych bazować będzie na tzw. metodzie impulsowej funkcji przej́scia. Zostanie

pokazane, że stanowiąca podstawę dla obliczeń numerycznych macierz wp lywu tym razem

obliczana będzie dla elementarnych impulsów dystorsji jednostkowych. Z tych powodów

odpowiednią wydaje się być proponowana nazwa: Metoda Impulsowych Dystorsji

Wirtualnych.

6.2. Wykorzystywane pojęcia

Poniżej przedstawiamy definicje podstawowych pojęć, które będą wykorzystywane do

opisu Impulsowej MDW – są to:

funkcja przej́scia – odpowiedź na zadane wymuszenie (np.: przemieszczenia lub od-

kszta lcenia w funkcji czasu), uzyskana w określonym miejscu konstrukcji lub (ogól-

niej) liniowa kombinacja różnych odpowiedzi wyznaczonych w dowolnych lokaliza-

cjach, ale dla tego samego wymuszenia,

impulsowa funkcja przej́scia – odpowiedź konstrukcji na elementarne wymuszenie

przy lożone impulsowo w chwili początkowej,

impuls dystorsji jednostkowej – dystorsja jednostkowa przy lożona impulsowo

w chwili początkowej,

impulsowy wektor wp lywu – impulsowe funkcje przej́scia (w postaci dwuwymiarowe-

go wektora), otrzymane dla określonego impulsu dystorsji jednostkowej,

impulsowa macierz wp lywu – trójwymiarowa macierz grupująca impulsowe wektory

wp lywu.

Jak widać niektóre z definicji są konsekwentnym uogólnieniem (na przypadek dynamiki)

pojęć wykorzystywanych do opisu zagadnienia statycznej MDW. Pojęcia funkcji przej́scia

i impulsowej funkcji przej́scia będą wykorzystywane g lównie w następnym podrozdziale,

natomiast w dalszej części pracy te same określenia będą z regu ly s luży ly do określa-

nia dwuwymiarowych wektorów grupujących kolejne chwilowe wartości funkcji przej́scia

uzyskanych w wielu określonych lokalizacjach konstrukcji (czasem będziemy w tym kon-

tekście używać bardziej precyzyjnego terminu – wektor funkcji przej́scia). Zauważmy

również, że funkcja przej́scia to po prostu zmienna w czasie funkcja odpowiedzi.

6.3. Opis propagacji fali sprężystej metodą impulsowej funkcji

przej́scia

Jednym z podstawowych za lożeń, które przyjęlísmy do tej pory jest postulat ma lych

przemieszczeń (ma lych drgań), czyli liniowość geometryczna. Postulat ten pozwala na

stosowanie zasady superpozycji. Wiedząc o tym, do opisu propagacji fali sprężystej wy-

muszonej dowolną funkcją czasu, można zastosować tzw. metodę impulsowej funkcji

przej́scia. Opis tej klasycznej metody można znaleźć w wielu publikacjach dotyczących

drgań uk ladów dynamicznych, przyk ladowo [31, 5, 6], również w ujęciu MES [45]. W me-
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todzie tej funkcję wymuszającą przedstawiamy jako sumę elementarnych impulsów si ly,

zaś rozwiązanie jako superpozycję rozwiązań otrzymanych dla kolejnych wymuszeń impul-

sowych. Szczegó lowe postępowanie opiera się na rozumowaniu przedstawionym poniżej,

gdzie dla prostoty ograniczono się do przypadku jednego stopnia swobody.

• Niech Q(t) będzie pewną funkcją wymuszającą drgania uk ladu o jednym stopniu

swobody (rys. 6.1). Ruch uk ladu opisany jest równaniem różniczkowym

m q̈(t) + c q̇(t) + k q(t) = Q(t), (6.1)

gdzie: m jest masą (m 6= 0), c – t lumieniem, natomiast k – sztywnością uk la-

du. Przed sca lkowaniem równanie (6.1) wygodnie jest podzielić stronami przez m

i przedstawić w postaci

q̈(t) + 2ζω q̇(t) + ω2q(t) =
Q(t)

m
, (6.2)

gdzie wykorzystujemy wielkości definiujące częstość drgań w lasnych oraz bezwymia-

rowy parametr t lumienia uk ladu:

ω
def
=

√

k

m
, ζ

def
=

c

2 m ω
. (6.3)

Rys. 6.1. Uk lad drgający o jednym stopniu swobody.

• Przyjmijmy teraz, że wymuszenie Q(t) jest si lą (bliską impulsowi prostokątnemu)

dzia lającą w bardzo krótkim przedziale czasu [τ − ∆τ/2, τ + ∆τ/2] (rys. 6.2), tzn.:

Q(t) =







0 dla t 6 (τ − ∆τ/2),

Qτ (t) ≈ const dla (τ − ∆τ/2) < t < (τ + ∆τ/2),

0 dla t > (τ + ∆τ/2),

(6.4)

Wartością impulsu takiej si ly nazywamy ca lkę oznaczoną

Iτ
def
=

τ+∆τ/2∫

τ−∆τ/2

Q(t) dt = Qτ ∆τ, (6.5)
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Rys. 6.2. Si la dzia lająca w bardzo krótkim przedziale czasu i wartość impulsu.

gdzie Qτ jest średnią wartością impulsu tej si ly, przy czym dla ∆t → 0 powin-

na zachodzić prawid lowość Qτ → Q(τ). Zauważmy przy okazji, że impuls Iτ ma

wymiar [N s].

Dla ∆t → 0 impulsową si lę wymuszającą (6.4) możemy definiować następująco:

Q(t) = Qτ δ(t − τ), (6.6)

gdzie wykorzystujemy dystrybucję (tj. funkcję uogólnioną) δ(t), określaną mianem

funkcji delta Diraca26). Dystrybucja δ(t−τ) opisuje dzia lanie impulsu jednostkowego

zadanego w chwili τ , przedstawionego na rys. 6.3(a).

• Rozpatrzmy teraz konkretny przypadek, gdy impuls si ly wymuszającej zadany jest

w chwili początkowej τ = 0, czyli:

Q(t) = Q0 δ(t). (6.7)

Zak ladamy, że masa m znajdowa la się w spoczynku tuż przed przy lożeniem impulsu

si ly (czyli w chwili którą oznaczmy przez 0−) – zatem: q̇(0−) = 0. Impuls w czasie

dzia lania bliskim zeru powoduje nag ly przyrost prędkości, a więc: q̇(0) 6= 0. Wynika

26) Niezbyt poprawnie z punktu widzenia matematyki dystrybucję Diraca definiuje się często jako funk-

cję – zerową na ca lym zbiorze liczb rzeczywistych z wyjątkiem punktu 0, gdzie “przyjmuje” ona wartość

nieograniczoną (!):

δ(t) =

{

0 dla t 6= 0,

∞ dla t = 0,
czyli δ(t − τ) =

{

0 dla t 6= τ ,

∞ dla t = τ .

Ponadto definiuje się dla niej następujące w lasności ca lkowe

+∞∫

−∞

δ(t) dt =

+∞∫

−∞

δ(t − τ) dt
def
= 1 oraz

+∞∫

−∞

Q(t) δ(t) dt
def
= Q(0),

+∞∫

−∞

Q(t) δ(t − τ) dt
def
= Q(τ),

gdzie Q(t) jest dowolną funkcją. Zauważmy, że wykonanie formalnego (tj. poprawnego) ca lkowania we

wszystkich powyższych wzorach da loby oczywíscie w wyniku wartość 0 – w przypadku ca lki Riemanna –

lub ∞ (nieskończoność aktualną !) – w przypadku ca lki Lebesgue’a.
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to z prawa zachowania pędu:

m q̇(0) − m q̇(0−) =

0∫

0−

Q(t) dt = I0, (6.8)

skąd otrzymujemy wartość prędkości, którą osiąga masa w chwili przy lożenia im-

pulsu si ly:

q̇(0) =
I0

m
. (6.9)

Widać zatem, że obciążenie impulsem si ly należy zastąpić warunkiem na prędkość

początkową.

• Korzystając z przeprowadzonego rozumowania przemieszczenia uk ladu poddanego

obciążeniu impulsowemu (6.7) wyznaczymy ca lkując równanie jednorodne

m q̈(t) + c q̇(t) + k q(t) = 0, (6.10)

z warunkami początkowymi o zerowym przemieszczeniu i niezerowej prędkości po-

czątkowej (której wartość zależy od wielkości impulsu i masy uk ladu):






q(0) = 0,

q̇(0) =
I0

m
.

(6.11)

Dla rozpatrywanego uk ladu o jednym stopniu swobody  latwo znajdujemy rozwią-

zanie analityczne w następującej formie:

q(t) =
I0

m ωd
exp(−ζω t) sin(ωd t), (t > 0), (6.12)

gdzie wykorzystano oznaczenie opisujące tzw. częstość ko lową drgań t lumionych:

ωd
def
= ω

√

1 − ζ2, (6.13)

oraz przyjęto, że t lumienie uk ladu jest podkrytyczne (c < ckr = 2 m ω), co oznacza,

że 0 < ζ < 1.

• Rozwiązanie (6.12) zapiszmy w postaci

q(t) = I0 h0(t), (6.14)

gdzie pojawia się tzw. impulsowa funkcja przej́scia27)

h0(t) =







0 dla t < 0,

1

m ωd
exp(−ζω t) sin(ωd t) dla t > 0.

(6.15)

 Latwo zauważyć, że funkcja ta jest rozwiązaniem uzyskanym dla wymuszenia im-

pulsem jednostkowym I0 = 1, zadanym w chwili początkowej τ = 0.

27) Opisuje ona odpowiedź uk ladu w dziedzinie czasu. W dziedzinie częstotliwości można przeprowadzać

analogiczną analizę – odpowiedź uk ladu opisuje tam tzw. funkcja przenoszenia (transmitancja).
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• Rozwiązalísmy zagadnienie drgań uk ladu obciążonego impulsowo w chwili począt-

kowej. Otrzymany wynik można uogólnić dla impulsu si ly przy lożonej w dowolnej

chwili τ , czyli dla obciążenia (6.6). Rozwiązanie, czyli funkcję przemieszczenia mo-

żemy od razu przedsatwić w postaci:

q(t) = Iτ hτ (t) = Iτ h0(t − τ), (6.16)

wykorzystując fakt, iż funkcja przej́scia dla impulsu jednostkowego zadanego

w chwili τ jest niejako “przesunięciem w czasie” (o czas τ) funkcji przej́scia od

impulsu zadanego w chwili początkowej, czyli:

hτ (t) = h0(t − τ) =







0 dla t < τ ,

1

m ωd
exp

(
− ζω (t − τ)

)
sin

(
ωd (t − τ)

)
dla t > τ .

(6.17)

Impulsową funkcję przej́scia (6.17) wraz z odpowiadającym jej wymuszeniem (6.6)

przedstawiono na rys. 6.3.

(a)

(b)

Rys. 6.3. (a) Wymuszenie impulsowe. (b) Impulsowa funkcja przej́scia dla uk ladu t lumionego.

• Rozpatrzmy teraz ogólny przypadek obciążenia dowolną funkcją czasu. Zauważmy,

że dowolną funkcję wymuszającą Q(t) można rozpatrywać jako z lożenie sekwencyj-

nie następujących po sobie elementarnych impulsów o wielkościach równych warto-

ściom tej funkcji w kolejnych chwilach τ (rys. 6.4):

dIτ
def
= Q(τ) dτ. (6.18)
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Rys. 6.4. Przyk lad si ly wymuszającej o dowolnej postaci z wyróżnionym elementarnym im-

pulsem.

Odpowiedź uk ladu (liniowego) będzie superpozycją rozwiązań uzyskanych dla ko-

lejnych wymuszeń impulsowych.

Zgodnie z rozwiązaniem (6.16), odpowiedź przemieszczeniowa uk ladu na elementar-

ny impuls (6.18) zadany w chwili τ ma postać

dqτ (t) = dIτ h0(t − τ) =
[
Q(τ) dτ

]
h0(t − τ). (6.19)

Sumując odpowiedzi na wszystkie elementarne impulsy w przedziale czasu 〈0, t〉

otrzymujemy rozwiązanie jako tzw. ca lkę Duhamela

q(t) =

dqτ=t∫

dqτ=0

dqτ =

t∫

0

Q(τ) h0(t − τ) dτ, (6.20)

którą dla podkrytycznie t lumionego uk ladu o jednym stopniu swobody, zgodnie

z rozwiązaniem (6.17), przedstawiamy w następującej formie

q(t) =
1

m ωd
exp(−ζω t)

t∫

0

Q(τ) exp(ζω τ) sin
(
ωd (t − τ)

)
dτ

=
1

m ωd

t∫

0

Q(t − τ) exp(ζω τ) sin(ωd τ) dτ. (6.21)

Istotą przeprowadzonego postępowania jest to, że otrzymane rozwiązanie (ca lka Du-

hamela) s luży do wyznaczenia odpowiedzi uk ladu liniowego na wymuszenie o (pra-

wie) dowolnej postaci28).

Wyprowadzone powyżej wzory należy uogólnić dla uk ladu o dowolnej (skończonej)

liczbie stopni swobody. Odpowiedź dynamiczna takiego uk ladu na obciążenie dowolnym

wektorem funkcji wymuszających drgania Q(t) opisana jest równaniem ruchu

M q̈(t) + C q̇(t) + K q(t) = Q(t), (6.22)

28) Postać ta musi tylko spe lniać pewne warunki matematyczne (wystarczy, aby to by la funkcja ca lko-

walna z kwadratem, czyli opisująca sygna l o skończonej energii).
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gdzie: M, C, K to (odpowiednio) macierz bezw ladności, macierz t lumienia oraz macierz

sztywności uk ladu. Odpowiedź tę wyznaczyć można korzystając z macierzowego sformu-

 lowania ca lki Duhamela:

q(t) =

t∫

0

h(t − τ) Q(τ) dτ, czyli qi(t) =

t∫

0

∑

j

hij(t − τ) Qj(τ) dτ, (6.23)

gdzie wykorzystujemy tzw. macierz impulsowych funkcji przej́scia29)

h(t) =
[
hij(t)

]
, (6.24)

której element hij(t) definiujemy jako odpowiedź i-tej wspó lrzędnej uogólnionej uk ladu

spowodowaną dzia laniem impulsu jednostkowego zadanego w chwili τ = 0 w kierun-

ku wspó lrzędnej uogólnionej j, za lożywszy ponadto, że uk lad dynamiczny znajdowa l się

w stanie spoczynku przed początkiem dzia lania impulsu, tzn.

hij(t) = 0 dla t < 0. (6.25)

Rozwiązanie (6.23) pozwala na obliczenie odpowiedzi uk ladu dynamicznego na dowol-

ne wymuszenie, o ile znana jest macierz impulsowych funkcji przej́scia. Macierz tę można

wyznaczyć dwoma sposobami:

1. sposób przez odwrócenie macierzy,

2. sposób superpozycji postaci drgań w lasnych (tzw. superpozycja modalna).

Oba sposoby w praktycznym zastosowaniu podlegają znacznym ograniczeniom.

6.4. Dyskretny opis propagacji fali na bazie impulsowej ma-

cierzy wp lywu

Analiza dokonana w poprzednim podrozdziale dotyczy problemów dyskretnych tylko

pod względem przestrzennym – oznacza to dyskretyzację tylko samej konstrukcji, przy

zachowaniu ciąg lości przestrzeni czasowej. Pociąga to za sobą trudności i ograniczenia

w praktycznym stosowaniu tego typu metodologii.

Odtąd będziemy wykorzystywać podej́scie bazujące na dyskretnych metodach rozwią-

zywania równań ruchu30). Postulujemy więc dyskretyzację przestrzeni czasowej na n prze-

dzia lów ∆t, czyli n + 1 punktów czasowych: t = 0, . . . , n.

Ideę macierzy impulsowych funkcji przej́scia zastosujemy do macierzy wp lywu, którą

w konsekwencji nazywać będziemy impulsową macierzą wp lywu i (w celu odróżnienia

od statycznych macierzy wp lywu, D lub D̆) oznaczać z zawsze jawnym indeksem t,

parametryzującym dyskretną przestrzeń czasu31):

D(t) =
[
Dij(t)

]
oraz D̆(t) =

[
D̆ij(t)

]
. (6.26)

29) Podkreślmy, że chodzi tutaj o dwuwymiarową macierz, której elementami są funkcje opisujące za-

leżność od czasu (tj. przed dyskretyzacją przestrzeni czasowej).
30) Chodzi tu zw laszcza o tzw. metodę Newmarka numerycznego ca lkowania równania ruchu. Po niewiel-

kich modyfikacjach można jednak stosować analogiczne metody, np. metodę Wilsona, Houbolta i inne.
31) Patrz przypis 25, str. 91.
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Jak już stwierdzono we wprowadzeniu do tego rozdzia lu, uwydatniona w powyższym

oznaczeniu zależność od czasu, w powiązaniu z faktem dyskretyzacji przestrzeni czasowej

oznacza, iż będzie to macierz trójwymiarowa. Element tej macierzy opisuje odpowiedź

dynamiczną konstrukcji (Dij(t) = odkszta lcenie w lokalizacji i) w chwili t na impuls

dystorsji jednostkowej zadany w lokalizacji j i chwili zerowej. Przypomnijmy, że pojęcie

“lokalizacji” definiowane jest tutaj przez konkretny stan odkszta lcenia na określonym

elemencie skończonym konstrukcji.

Idea impulsu dystorsji jednostkowej oraz przepis obliczania impulsowej macierzy wp ly-

wu zostaną dok ladnie przedstawione w następnych dwóch podrozdzia lach. Natomiast te-

raz zauważmy, że macierz (6.26) powinna s lużyć do superpozycji odpowiedzi uzyskanych

od sekwencyjnie następujących w kolejnych chwilach τ elementarnych impulsów dys-

torsyjnych. Jest więc jeszcze potrzebna odpowiedź dynamiczna konstrukcji na impulsy

dystorsyjne zadane w chwilach τ > 0. Zatem konsekwentnie należa loby obliczyć macierze

wp lywu Dτ (t) (oraz D̆τ (t)) dla impulsów zadanych we wszystkich pozosta lych chwi-

lach τ = 1, . . . , n. Jednak, podobnie jak w przypadku macierzy h(t), nie jest to konieczne

dzięki zależności analogicznej do wyrażenia (6.17):

Dτ (t) =

{
0 dla t < τ,

D(t − τ) dla t > τ .
(6.27)

Dla D̆τ (t) – analogicznie. Jak widać macierz wp lywu wyznaczona dla impulsu dystorsji

przy lożonego w chwili τ > 0 ma przekroje zerowe dla wszystkich t < τ , zaś dla t ≥ τ

stanowi odpowiedni początkowy fragment macierzy D(t), obliczonej dla impulsu zadane-

go w chwili zerowej. Zatem (co jest ogromnie istotne) wystarczy obliczyć tylko tę jedną

impulsową macierz wp lywu (6.26)1 (i analogicznie również (6.26)2). Możemy wtedy wy-

znaczać odpowiedź konstrukcji (odkszta lceniową oraz ogólną) na na lożone na nią dowolne

dynamiczne dystorsje wirtualne – odpowiednio:

R
ε(t) =

t∑

τ=0

D(t − τ) ε̂(τ), czyli
R
εi(t) =

t∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ), (6.28)

R

f(t) =

t∑

τ=0

D̆(t − τ) ε̂(τ), czyli
R

fα(t) =

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ) ε̂i(τ). (6.29)

Te zmienne w czasie funkcje dystorsji wirtualnych, ε̂i(t), można wykorzystać do mode-

lowania wp lywu, np.: defektów albo zmian parametrów projektowych wp lywających na

sztywność konstrukcji obciążonej dynamicznie.

Zauważmy, że podobnie jak w statyce, również w zagadnieniach dynamiki funkcja

przej́scia sk lada się z części
L

fα(t), będącej liniową odpowiedzią uk ladu na wymuszenie

obciążeniem dynamicznym, oraz z czynnika
R

fα(t) wynikającego z na lożonych zmiennych

w czasie dystorsji wirtualnych:

fα(t) =
L

fα(t) +
R

fα(t) =
L

fα(t) +

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ) ε̂i(τ). (6.30)
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Podobnie jest z funkcjami odkszta lceń ca lkowitych wyznaczonymi w lokalizacjach dystor-

syjnych i ∈ D:

εi(t) =
L
εi(t) +

R
εi(t) =

L
εi(t) +

t∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ). (6.31)

Zauważmy teraz, że efekt na lożenia dystorsji wirtualnej na konstrukcję (zarówno sta-

tycznej jak i dynamicznej32)) uzyskuje się w ramach MES poprzez obciążenie samorów-

noważącym się uk ladem uogólnionych si l węz lowych. Zatem można stwierdzić, iż pewne

uk lady obciążeń – statycznych lub dynamicznych – można utożsamiać, czy też modelo-

wać poprzez ekwiwalentne im stany dystorsyjne lub zależne od czasu funkcje dystorsji

wirtualnych. Te modelowalne uk lady obciążeń muszą wiązać się z dystorsyjnym obcią-

żeniem kompensacyjnym elementu33). Przyjmijmy więc, że ε̂w(τ) są funkcjami dystorsji

modelującymi wymuszenie zadane w lokalizacjach w ∈ W. Odpowiedź konstrukcji na tego

typu wymuszenia można  latwo wyznaczyć jeśli mamy obliczoną odpowiednią impulsową

macierz wp lywu:

L
εi(t) =

t∑

τ=0

∑

w∈W

Diw(t − τ) ε̂w(τ). (6.32)

Należy szczególnie podkreślić, że zmagazynowana macierz wp lywu
[
Diw(t)

]
pozwala na

wyznaczenie funkcji przej́scia dla sygna lu wzbudzającego o dowolnej postaci. Dystorsje

mogą być więc również wykorzystywane w celu modelowania sygna lu wymuszającego.

Funkcje przej́scia opisujące propagację fal w uk ladach dynamicznych można zatem

rozpatrywać jako będące wynikiem dystorsji dynamicznych modelujących wymuszenie

(w lokalizacjach w ∈ W) oraz wp lywy związane np. z pojawieniem się uszkodzeń (w lo-

kalizacjach dystorsyjnych j ∈ D):

εi(t) =
t∑

τ=0

∑

w∈W

Diw(t − τ) ε̂w(τ) +
t∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

=
t∑

τ=0

∑

k∈W ∪D

Dik(t − τ) ε̂k(τ), (6.33)

przy czym zbiory W i D nie muszą być roz lączne i dla każdego k ∈ W ∩ D mu-

simy uwzględnić sumaryczny wp lyw obu typów dystorsji, tj.: ε̂k(t) =
∑

w δkw ε̂w(t) +
∑

j δkj ε̂j(t). Na koniec zauważmy jednak, że w praktyce zazwyczaj lepiej jest wp lyw zna-

nego wymuszenia realizować w klasyczny sposób (tj. nie korzystając z dystorsji i macie-

rzy wp lywu), natomiast istotą zastosowania dystorsji wirtualnych pozostaje modelowanie

modyfikacji konstrukcji nie wprowadzające zmian w jej pierwotnym modelu.

32) Patrz następny podrozdzia l.
33) W tym kontekście zauważmy, że dystorsje dobrze nadają się do uproszczonego modelowania oddzia-

 lywań piezoeleketryków naklejonych na elementy konstrukcji. Zagadnienie piezodiagnostyki poruszone

zostanie w rozdziale 8.2.
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6.5. Impuls dystorsji jednostkowej

Wiemy, że wp lyw statycznej dystorsji jednostkowej ε̂(e) na konstrukcję realizujemy

poprzez zadanie samorównoważącego się uk ladu uogólnionych si l węz lowych Q̂(e) przy-

 lożonych w węz lach tego elementu e, w którym to jednostkowe odkszta lcenie wstępne

ma być zrealizowane. Transformując ten lokalny uk lad si l do globalnego uk ladu odniesie-

nia konstrukcji otrzymujemy obciążenie dystorsyjne Q̂, ekwiwalentne dla dystorsji ε̂(e).

Można teraz wyznaczyć statyczną odpowiedź sprężystą konstrukcji na lokalne zaburzenie

dystorsyjne. W przypadku zagadnień dynamiki to podej́scie nieco się komplikuje – dystor-

sja jest tutaj bowiem funkcją odkszta lceń zmiennych w czasie, natomiast elementarnym

stanem dystorsyjnym potrzebnym do obliczenia macierzy wp lywu jest tzw. impuls dys-

torsji jednostkowej, czyli po prostu wstępne odkszta lcenie jednostkowe dynamicznie

wymuszone w chwili początkowej. Realizujemy go za pomocą impulsu obciążenia kom-

pensacyjnego

Q(t) = Q̂ δ(t), (6.34)

co oznacza dynamiczne, impulsowe przy lożenie uogólnionych si l węz lowych tworzących

uk lad samorównoważący się (ten sam co w przypadku dystorsji statycznej).

Pokazalísmy, że impuls si ly wymuszającej Q̂ δ(t) można zastąpić warunkiem na pręd-

kość początkową, q̇(0) = v̂0. Aby wyznaczyć v̂0, korzystamy z II zasady dynamiki Newto-

na (czyli prawa zachowania pędu):

m
v̂0 − 0

∆t
= Q̂, (6.35)

skąd otrzymujemy wartość prędkości początkowej, którą należy nadać masie m (uzyskując

w ten sposób efekt adekwatny dla wymuszenia impulsem si ly Q̂):

v̂0 =
Q̂∆t

m
. (6.36)

Dla ogólnego przypadku wymuszenia impulsem dystorsji jednostkowej, gdzie uogólnione

si ly wymuszające przyk ladamy impulsowo w wielu węz lach konstrukcji (zgodnie z wek-

torem obciążenia dystorsyjnego Q̂), obliczamy tzw. wektor adekwatnych prędkości

początkowych, v̂0, korzystając z macierzowego sformu lowania prawa zachowania pędu:

M v̂0 = Q̂ ∆t. (6.37)

Drgania konstrukcji poddanej wymuszeniu impulsowemu obliczamy ca lkując jedno-

rodne równania ruchu (tzn. przy zerowym obciążeniu zewnętrznym Q(t) ≡ 0)

M q̈(t) + C q̇(t) + K q(t) = 0, (6.38)

z warunkami początkowymi o wyzanczonym z równania (6.37) adekwatnym wektorze

prędkości v̂0 (i zerowym wektorze przemieszczeń początkowych). Obliczona odpowiedź

konstrukcji to oczywíscie impulsowe funkcja przej́scia, stanowiąca podstawę do określenia

impulsowego wektora wp lywu.
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6.6. Impulsowa macierz wp lywu34)

6.6.1. Algorytm wyznaczania impulsowej macierzy wp lywu

• Wyznaczamy wektor obciążenia statycznego Q̂ ekwiwalentnego określonej dystorsji

jednostkowej j.

• Z uk ladu równań prawa zachowania pędu, M v̂0 = Q̂ ∆t, obliczamy wektor prędko-

ści początkowych v̂0 adekwatny impulsowi dystorsji jednostkowej.

• Ca lkujemy numerycznie jednorodne równania ruchu, M q̈(t) + C q̇(t) + K q(t) = 0,

wykorzystując metodę Newmarka (dla tzw. wariantu średniego przyspieszenia35)),

z następującymi warunkami początkowymi:

{

q(0) = 0,

q̇(0) = v̂0.
(6.39)

Jak widać warunki początkowe na przemieszczenia są zerowe, natomiast prędkości

początkowe są adekwatne dla impulsu dystorsji jednostkowej. Jako wynik ca lkowa-

nia numerycznego otrzymujemy m.in. wektor przemieszczeń konstrukcji q(t).

• Wykorzystując wektor q(t) obliczamy interesujące nas impulsowe funkcje przej́scia

(np. odkszta lceniowe), które stanowić będą j-tą (dwuwymiarową) kolumnę macie-

rzy D̃ =
[
D̃ij(t)

]
. Wbrew oczekiwaniom macierz ta nie jest jeszcze impulsową

macierzą wp lywu. Można ją jednak nazwać przybliżoną impulsową macierzą

wp lywu36), z uwagi na to, że wraz ze zmniejszaniem przyrostu czasowego ∆t, sk la-

dowe tej macierzy będą coraz mniej różnić się od sk ladowych dok ladnej impulsowej

macierzy wp lywu.

• Znając D̃ij(t) obliczamy sk ladowe impulsowej macierzy wp lywu korzystając

z poniższych wzorów37):

Dij(0) =
1

2
D̃ij(0) +

1

4
D̃ij(1) =

1

4
D̃ij(1),

Dij(t) =
1

4
D̃ij(t − 1) +

1

2
D̃ij(t) +

1

4
D̃ij(t + 1) dla t > 0.

(6.40)

We wzorze (6.40)1 skorzystano z w lasności, że dla t = 0 przybliżona macierz wp lywu

ma przekrój zerowy: D̃(0) = 0. Ponadto, jak widać ze wzoru (6.40)2, aby obliczyć

34) Uwaga: Podrozdzia l dotyczy oczywíscie dowolnej macierzy wp lywu (zarówno ogólnej jak i odkszta l-

ceniowej), choć stosować będziemy oznaczenia przyjęte dla macierzy odkszta lceniowej, jako najbardziej

istotnej w dalszych rozważaniach.
35) Przyjmujemy zatem następujące wartości dla parametrów metody: γ = 0,5, β = 0,25. Zwykle

wartości te są uznawane za standardowe.
36) Macierz ta wykorzystywana by la w pierwotnej, początkowej wersji prezentowanej metody [28, 29, 30].

Ma ona bardzo istotną i pożądaną w lasność: D̃(0) = 0. Stosowane tutaj uścíslenie (6.40) można zreali-

zować już na poziomie wektora przemieszczeń węz lowych.
37) Wspó lczynniki występujące w formu lach (6.40) (w zalecanym przypadku są to 1/4, 1/2 i 1/4) zależą

od przyjętego wariantu metody Newmarka, czyli od jej parametrów, w literaturze zwykle oznaczanych

przez γ, β (patrz przypis 35).
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t-ty przekrój macierzy wp lywu, D(t), musimy znać D̃(t + 1). Zatem w przypadku

podzia lu ca lkowitego czasu analizy dynamicznej na n przedzia lów o d lugości ∆t,

musimy pamiętać, aby ca lkowanie metodą Newmarka przeprowadzić dla zakresu

czasu równego (n+1)∆t, czyli d luższego o jeden przyrost czasowy ∆t od przyjętego

ca lkowitego czasu analizy. W praktyce w żaden sposób nie zwiększy to istotnie

kosztów numerycznych (gdyż liczba kroków czasowych jest zwykle na tyle duża,

że: n ≈ n + 1), należy jednakże pamiętać, iż macierz D ma (n + 1) przekrojów

czasowych, podczas gdy macierz D̃ musi mieć ich o jeden więcej38).

6.6.2. Weryfikacja numeryczna

Przeprowadzono kilka testów w celu zweryfikowania poprawności opracowanego al-

gorytmu i bazujących na nim obliczeń. Testy dotyczy ly analizy dynamicznej konstrukcji

ramowo-kratowych i polega ly na porównaniu wyników otrzymanych z ca lkowania równań

ruchu standardową metodą Newmarka z wynikami uzyskanymi z sumowania bazującego

na obliczonej impulsowej macierzy wp lywu (IMW). Przypomnijmy, że do obliczenia IMW

wykorzystano również metodę Newmarka o tych samych standardowych parametrach.

Dla rozpatrywanych przyk ladów względne różnice w otrzymanych wynikach, wyznaczane

wed lug formu ly

∆εNewmark–IMW =
εNewmark − εIMW

εNewmark
, (6.41)

dla dowolnego punktu czasowego i dowolnych lokalizacji nie przekracza ly rzędu 10−13,

a więc mia ly wybitnie charakter b lędu numerycznego.

Ciekawych spostrzeżeń dokonano analizując prosty przyk lad pręta obciążonego zmien-

ną harmonicznie si lą osiową [30]. Dzięki porównaniu z rozwiązaniem ścis lym oraz wynika-

mi otrzymanymi przy zastosowaniu przybliżonej IMW, jak również innych niż Newmark

metod numerycznego ca lkowania równań ruchu stwierdzono, że:

• rezultaty otrzymane z bezpośredniego ca lkowania metodą Newmarka oraz z su-

perpozycji wykorzystującej dok ladną IMW są w praktyce identyczne dla dowolnej

(nawet niedopuszczalnie ma lej) liczby punktów czasowych, natomiast różnią się od

nich wyniki uzyskane przy wykorzystaniu przybliżonej IMW,

• niedok ladność rozwiązania przybliżoną IMW (rozumiana jako odmienność od wy-

ników dok ladnej IMW) maleje szybko wraz ze wzrostem liczby punktów czasowych

i jest znacząco mniejsza od różnicy pomiędzy wynikami numerycznymi, a rozwiąza-

niem ścis lym,

• niedok ladność ta jest mniejsza, choć porównywalna z różnicami uzyskiwanymi

w wyniku porównania z rezultatami ca lkowania innymi metodami numerycznymi

(np. metodą Wilsona).

Analiza obliczanych macierzy wp lywu wykaza la lub potwierdzi la cechy IMW przed-

stawione poniżej.

38) Oczywíscie z uwagi na rozmiar macierzy wp lywu implementacja algorytmu oszczędnie gospodaruje

pamięcią komputera – macierz D̃ nie jest przechowywana, lecz dla każdej j-tej kolumny dwuwymiarowej

od razu obliczana jest odpowiednia kolumna macierzy D.
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6.6.3. W lasności

Na wstępie zauważmy dość oczywisty fakt, że każdy z czasowych przekrojów impulso-

wej macierzy wp lywu zachowuje cechy charakterystyczne dla statycznej macierzy wp lywu

omówione w rozdziale 2. Pozosta le cechy macierzy impulsowej będą się wiązać z w laściwą

już tylko dla niej zależnością od czasu. Zauważmy najpierw, że:

1. przekrój przybliżonej IMW dla t = 0 jest zerowy, tj.: D̃(0) = 0, co wynika z przy-

jęcia zerowych przemieszczeń początkowych. Prowadzi to do wzoru (6.40)1 na sk la-

dowe Dij(0), sugerującego, że bezwzględne wartości sk ladowych |Dij(0)| powinny

być mniejsze od |Dij(t)| dla t > 0. Z oczywistych względów nie jest to zawsze spe l-

niona prawid lowość (zw laszcza dla t ≫ 0), jednakże można stwierdzić, że sk ladowe

przekroju dla chwili zerowej będą bliższe zeru niż sk ladowe dla chwil kolejnych.39)

Kolejne cechy ujawniają się przy dobrej dyskretyzacji czasowej, tzn. dobrze dobranym,

odpowiednio ma lym przyroście ∆t. Można stwierdzić, że im mniejsza wartość przyrostu

tym silniej realizować się będą następujące w lasności:

2. bezwzględne wartości sk ladowych macierzy są liczbami znacząco mniejszymi od

jedności, tj.: |Dij(t)| ≪ 1, jak również (konsekwentnie): |D̃ij(t)| ≪ 1;

3. zasadną staje się nazwa przybliżona IMW opisująca fakt, że

D̃(t) ≈ D(t) =
1

4
D̃(t − 1) +

1

2
D̃(t) +

1

4
D̃(t + 1),

ponieważ dla niewielkiego przyrostu ∆t sąsiednie przekroje czasowe są porównywal-

ne: D̃(t − 1) ≈ D̃(t) ≈ D̃(t + 1).

Wszystkie powyższe cechy można zapisać w postaci następującego wyrażenia:

|Dij(0)|“6”|Dij(t) ≈ D̃ij(t)| ≪ 1,

w którym operatory relacji (zw laszcza pierwszy z nich) należy traktować raczej jako

ukazujące pewne tendencje, niż zawsze spe lnione prawid lowości.

6.7. Modelowanie dystorsjami zmiany parametrów konstrukcji

pod obciążeniem dynamicznie zmiennym

W rozdzia lach 2.2 oraz 4.2 wyprowadzono związki pozwalające na wykorzystanie dys-

torsji wirtualnych do modelowania parametrów projektowych konstrukcji pod obciąże-

niem statycznym. Analogiczne postępowanie można przeprowadzić dla przypadku kon-

strukcji obciążonej dynamicznie. Si ly wewnętrzne, odkszta lcenia oraz dystorsje wirtualne

stają się funkcjami czasu, a zależności pomiędzy nimi muszą być spe lnione w kolejnych

chwilach.  Latwo zatem wyprowadzamy odpowiednik równania (2.9) dla zagadnień mode-

lowania dystorsjami w dynamice

ε̂i(t) = (1 − µi) εi(t). (6.42)

39) Cecha ta jest tutaj wzmiankowana tylko ze względu na pewne istotne (choć nie zalecane) uproszcze-

nie prezentowanych dalej algorytmów, bazujące na przybliżeniu, że Dij(0) ≈ 0.
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Podobnie, postępując w sposób przedstawiony w rozdziale 2.2, otrzymujemy analogiczne

do uk ladu równań (4.10) związki

t∑

τ=0

∑

j∈D

[

δtτ δij − (1 − µi) Dij(t − τ)
]

ε̂j(τ) = (1 − µi)
L
εi(t). (6.43)

Zauważmy, że równanie powyższe uzyskamy od razu, bezpośrednio przez podstawienie

wyrażenia (6.31) do związku (6.42).

Można stwierdzić, że rozwiązywanie uk ladów równań (6.43) jest nieefektywne w prak-

tycznym zastosowaniu (bardzo dużo uk ladów równań o różnych macierzach g lównych),

dlatego też przekszta lcamy je do następującej postaci: dla t = 0 dostajemy uk lad równań

zupe lnie analogiczny do uk ladu (4.10)
∑

j∈D

[

δij − (1 − µi) Dij(0)
]

ε̂j(0) = (1 − µi)
L
εi(0), (6.44a)

natomiast dla t > 0 otrzymujemy kolejne uk lady równań liniowych

∑

j∈D

[

δij − (1 − µi) Dij(0)
]

ε̂j(t) = (1 − µi)

[

L
εi(t) +

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

]

. (6.44b)

Można stwierdzić, iż w celu otrzymania wyrażeń (6.44) zastosowano proste przekszta lce-

nie wykorzystujące następującą zależność:

R
εi(t) =

t∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

=







∑

j∈D

Dij(0) ε̂j(0) dla t = 0,

∑

j∈D

Dij(0) ε̂j(t) +

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ) dla t > 0.

(6.45)

Wyrażenia (6.44) stanowią system uk ladów równań liniowych ze względu na chwilowe

wartości dystorsji i można je zapisać w postaci
∑

j∈D

A0
ij ε̂j(t) = bi(t), (6.46)

gdzie macierz g lówna jest sta la, tzn. ma identyczne sk ladowe dla wszystkich uk ladów40):

A0
ij = δij − (1 − µi) Dij(0), (6.47)

natomiast sk ladowe wektora prawej strony zależą od parametru t w następujący sposób:

bi(t) =







(1 − µi)
L
εi(0) dla t = 0,

(1 − µi)

[

L
εi(t) +

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

]

dla t > 0.
(6.48)

40) Ta cecha jest ogromnie ważna, a uzyskanie jej stanowi istotę wykorzystania przekszta lcenia (6.45).
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Zauważmy również, że w ogólności (a prawie zawsze w praktyce) macierz g lówna (6.47)

nie jest macierzą symetryczną. Podkreślmy również jej podobieństwo do macierzy Aij ,

opisanej wzorem (4.12)1.

Uk lady równań (6.46) rozwiązujemy sekwencyjnie, dla kolejnych chwil. Jest to ko-

nieczne ze względu na konstrukcję wektorów prawej strony. Otóż, dla kolejnych chwil t

sk ladowe wektora prawej strony bi(t) zależą od wszystkich chwilowych wartości ε̂j(τ)

z chwil poprzedzających (czyli dla τ < t). Wartości te muszą więc być uprzednio obliczo-

ne. W tym sekwencyjnym podej́sciu ujawnia się również istota przekszta lcenia wykorzy-

stującego zależność (6.45).

Rozwiązując uk lady (6.46) otrzymamy dla kolejnych chwil t wartości ε̂i(t) dystorsji

wirtualnych, które należy nak ladać na odpowiednie elementy konstrukcji pierwotnej, aby

– przy zadanym, ustalonym obciążeniu dynamicznym generującym w pierwotnej kon-

strukcji dynamiczny stan odkszta lcenia
L
εi(t) – otrzymać takie same funkcje si l wewnętrz-

nych i odkszta lceń uogólnionych, jak w konstrukcji zmodyfikowanej obciążonej w ten sam

sposób.

Liczba uk ladów równań liniowych (6.46) jest równa liczbie punktów czasowych dys-

kretyzujących przestrzeń czasową analizy dynamicznej. Jest więc to zwykle ilość bardzo

duża. Na szczęście jednak, jak już wspomnielísmy, macierz g lówna jest identyczna dla

wszystkich tych uk ladów. Zatem na wstępie należy tylko jednorazowo dokonać dekompo-

zycji tej macierzy na dolno- i górno-trójkątną (tzw. rozk lad LU ), co umożliwia później

względnie szybkie obliczanie niewiadomych ε̂i(t), zaś istota i koszta numeryczne obliczeń

w g lównej mierze sprowadzają się do wyznaczania dla kolejnych chwil wektorów prawej

strony.

W celu przyspieszenia obliczeń można również próbować stosować przybliżenia odwo-

 lujące się do pewnych cech impulsowej macierzy wp lywu, ujawniających się już praktycz-

nie przy poprawnym (z punktu widzenia metody Newmarka) doborze przyrostu czaso-

wego ∆t. Jak stwierdzono w poprzednim podrozdziale bezwzględne wartości sk ladowych

impulsowej macierzy wp lywu (zw laszcza jej przekroju dla t = 0) są wtedy wielkościami

bardzo ma lymi w porównaniu z jedynką. Zatem sk ladowe macierzy g lównej na diagonali

będą bliskie jedności41), a poza nią – zeru. W skrajnym przypadku można więc przyjmo-

wać, że macierz g lówna jest macierzą jednostkową,

A0
ij ≈ δij , (6.49)

i wtedy rozwiązanie każdego z uk ladów (6.46) jest natychmiastowe, gdyż jest tożsame

z obliczeniem wektora prawej strony:

ε̂i(t) ≈ bi(t). (6.50)

Nie tak konsekwentnym, ale zapewne obarczonym mniejszym b lędem jest następujące

przybliżenie

A0
ij ≈ δij − (1 − µi) Dii(0), (6.51)

41) Wynika to z definicji (6.47) oraz obserwacji, że 0 6 µi ≪ ∞ (często – na przyk lad przy modelowaniu

uszkodzeń – przyjmuje się ograniczenia: µi ∈ 〈0 , 1〉).
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które pomija tylko sk ladowe macierzy wp lywu spoza diagonali. Uproszczenie to również

prowadzi do rozwiązania nie wymagającego żadnych kosztownych kalkulacji potrzebnych

zwykle przy rozwiązywaniu uk ladów równań liniowych:

ε̂i(t) ≈
bi(t)

1 − (1 − µi) Dii(0)
. (6.52)

Należy jednak pamiętać, że stosując tego typu przybliżenia tracimy “analityczną” do-

k ladność, która może się okazać bardzo istotna zw laszcza, gdy podej́scie to stosujemy dla

przedstawionej w następnym rozdziale analizy wrażliwości. We wszystkich przyk ladach i

obliczeniach prezentowanych w niniejszej pracy przybliżenia te nie by ly wykorzystywane

– stosowano algorytmy oparte na dok ladnych formu lach.

6.8. Podstawowy algorytm MIDW

W tablicy Algorytm 6.1 (patrz strona następna) przedstawiono kolejne dzia lania

s lużące obliczeniu funkcji dystorsji wirtualnych modelujących modyfikacje sztywnościo-

we konstrukcji znajdującej się pod określonym obciążeniem dynamicznym. Jest to pod-

stawowy algorytm MIDW, analogiczny do algorytmu 4.1. Podobnie jak w przypadku

ustroju statycznego, również i tutaj wp lyw wyznaczonych dystorsji modelujących mo-

dyfikacje można uwzględniać stosując uogólnioną impulsową macierz wp lywu (zgodnie z

7-mym punktem algorytmu), bądź odwo lując się bezpośrednio do numerycznego modelu

konstrukcji. W tym drugim przypadku funkcje dystorsji generują dodatkowe obciążenia

dynamiczne, które należy dodać do pierwotnego obciążenia, a następnie wykonać bezpo-

średnie ca lkowanie równań ruchu metodą Newmarka. Otrzymane wyniki będą identyczne

z wynikami uzyskanymi z ca lkowania równań ustroju zmodyfikowanego, ale pod pierwot-

nym obciążeniem.

6.9. Test modelowania dystorsjami w dynamice

Rozpatrzmy ponownie konstrukcję z przyk ladu 4.4, przyjmując przy tym, że jest ona

obciążona dynamiczne si lą P = P (t), przy lożoną jak na rys. 4.1 (rezygnujemy z obciąże-

nia momentem zginającym). Przyjmowalísmy różne zależności obciążenia od czasu m.in.

w następującej postaci:

P (t) = 10 kN · sin
(

7
2
π t/T

)
, t ∈ 〈0 , T 〉, T = 10 ms. (6.53)

Postanowilísmy modelować dystorsjami wp lyw obniżenia wartości modu lu Younga

materia lu pręta nr 3 oraz modu lu Younga belki nr 4, uznając tym razem, że są to wielkości

niezależne. Zatem faktycznie modelować będziemy niezależne sztywności tych elementów

– ich obniżenie można traktować jako np. wynikające z lokalnego uszkodzenia. Wektor

modyfikacji parametrów strukturalnych ma teraz postać:

λ =

[
λ1

λ2

]

=

[

1 −
Ê(3)

E(3)
1 −

Ê(4)

E(4)

]T

, (6.54)
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Algorytm 6.1. Modelowanie modyfikacji parametrów konstrukcji obciążonej dynamicznie.

Dane oraz obliczenia inicjujące

1. Dane są:

• konstrukcja pod ustalonym obciążeniem dynamicznym Q(t),

• lokalizacje dystorsyjne: i, j ∈ D,

• funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywności: µ(λ) =
[
µi(λ)

]
,

• wektorowa funkcja przej́scia: f
(
t; q(t)

)
=

[
fα

(
t; q(t)

) ]
.

2. Obliczamy:

• wektory liniowej odpowiedzi konstrukcji (tj. na obciążenie Q(t)), czyli wektory

funkcji przej́scia:
L
εi(t),

L

fα(t) = fα

(
t; q(t) dla Q(t)

)
.

• odkszta lceniowa impulsowa macierz wp lywu: Dij(t),

• ogólna impulsowa macierz wp lywu: D̆αi(t) = fα

(
t; q(t) dla εi = 1

)
.

Obliczenia powtarzalne

3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametrów konstrukcyj-

nych: λ =
[
λs

]
.

4. Obliczamy modyfikacje sztywnościowe: µi = µi(λ).

5. Wyznaczamy macierz: A0
ij = δij − (1 − µi) Dij(0).

6. Kolejno dla każdej chwili t:

• obliczamy wektor prawej strony:

bi(t) = (1 − µi)

[

L
εi(t) +

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

]

,

• a następnie rozwiązujemy uk lad równań:
∑

j∈D

A0
ij ε̂j(t) = bi(t).

Otrzymujemy funkcje dystorsji: ε̂i(t).

7. Obliczamy uaktualniony wektor funkcji przej́scia:

fα(t) =
L

fα(t) +
R

fα(t) =
L

fα(t) +

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ) ε̂i(τ).

natomiast wektor zmiany sztywności ma definicję identyczną jak w przyk ladzie 4.4 (patrz

pierwsza równość w formule (4.34)), ale zupe lnie inną zależność od (innego teraz) wekto-

ra λ:

µ(λ) =
[
(1 − λ1) (1 − λ2) (1 − λ2) (1 − λ2)

]T
. (6.55)

Przyjmując różne wartości parametrów modyfikacji λ testowano algorytm 6.1, obliczając

odpowiedzi dynamiczne (wirtualnie) zmodyfikowanego ustroju – wirtualnych modyfika-

cji dokonywano za pomocą funkcji dystorsji dynamicznych nak ladanych na elementy,

których sztywność ma ulegać zmianie. Uzyskane rezultaty by ly praktycznie identyczne

z obliczeniami otrzymanymi niezależnie w wyniku faktycznych modyfikacji modelu nu-

merycznego MES.
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Rys. 6.5. Funkcje dystorsji dynamicznych.

Między innymi modelowano modyfikację opisaną przez wektor λ =
[
0,2 0,3

]T
. Rysu-

nek 6.5 prezentuje funkcje dystorsji dynamicznych obliczone dla tej modyfikacji ustroju

pod obciążeniem (6.53). Zauważmy, że funkcja dystorsji pod lużnych elementu nr 4, ε̂(4)(t),

ma znacznie mniejsze amplitudy niż dystorsje pod lużne ε̂(3)(t) w pręcie kratowym, i to

pomimo tego, że modelowana modyfikacja parametrów strukturalnych w większym stop-

niu wp lywa na obniżenie sztywności pod lużnej belki nr 4, niż pręta nr 3:

1 − µ
(4)
EA = λ2 = 30% > 1 − µ

(3)
EA = λ1 = 20%.

Jest tak oczywíscie dlatego, że przy przyjętym sposobie obciążenia si lą P (t) przy lożoną

jak na rys. 4.1, odkszta lcenia pod lużne pręta nr 3 są o wiele bardziej istotne niż odkszta l-

cenia pod lużne elementu nr 4. Podobne spostrzeżenie można wysnuć w odniesieniu do

dystorsji krzywiznowych elementu nr 4: przy zadanym sposobie obciążenia konstrukcji

sk ladowa odkszta lceń krzywiznowych związana ze stanem czystego zginania tego elemen-

tu będzie istotnie mniejsza od odkszta lceń wynikających ze zginania momentem i si lą

ścinającą (poprzeczną), co uwidacznia się na drugim wykresie z rys. 6.5.

6.10. Ograniczenia stosowania MIDW

Przedstawiona metoda, bazująca na idei dystorsji wirtualnych z powodzeniem wy-

korzystywanej w wielu zagadnieniach statyki, dotyczy problemów drgań dynamicznych

i propagacji fal sprężystych. Jednakże dla wielu zagadnień dynamiki nie może ona być

stosowana lub też można ją stosować dopiero po przeprowadzeniu pewnych zabiegów. Po-

niżej przedstawiamy dosyć istotne ograniczenia metody, wynikające z przyjętych za lożeń,
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bądź też związane z limitami na lożonymi przez koszty obliczeń numerycznych (zarówno

związane z czasem obliczeń jak i z wymaganą ilością pamięci komputera). W zasadzie

mamy do czynienia z trzema g lównymi przyczynami ograniczeń:

1. Wykorzystanie zasady superpozycji. MIDW w bardzo efektywny sposób korzysta

z liniowej superpozycji odkszta lceń/przemieszczeń, zatem można ją stosować tylko

dla następujących klas zagadnień:

• Dynamika ma lych drgań – metoda jest w zasadzie dedykowana dla zagadnień

dotyczących uk ladów liniowych pod względem związków geometrycznych.

• Uk lady nieliniowe rozwiązywane jako fragmentami liniowe. Tego typu podej-

ście wiąże się najczęściej z koniecznością obliczania impulsowej macierzy wp ly-

wu na początku każdego kolejnego przedzia lu czasowego. Wbrew pozorom nie

musi to oznaczać istotnego zwiększenia kosztów numerycznych, gdyż na krót-

kich przedzia lach czasu, które odpowiadają kolejnym zagadnieniom liniowym,

potrzeba mniej punktów czasowych, a co za tym idzie impulsowa macierz

wp lywu ma mniejszy rozmiar, a więc również sumowania po czasie są mniej

kosztowne, gdyż dotyczą mniejszej ilości sk ladowych.

2. Problem rozmiaru macierzy wp lywu. Pe lna impulsowa macierz wp lywu dla kon-

strukcji o nawet niezbyt rozbudowanym modelu numerycznym ma często bardzo

pokaźne rozmiary. Wielkość jej zależy zarówno od ilości elementów (i występujących

na nich stanów dystorsyjnych), jak również od liczby kroków czasowych. W skraj-

nych przypadkach może to prowadzić do problemu braku pamięci dostępnej dla

programu komputerowego. Ponadto, szczególnie ten drugi czynnik związany z gę-

stością dyskretyzacji przestrzeni czasowej, może w bardzo znaczący sposób wp lywać

na czas obliczeń numerycznych, gdyż zwykle istotną cechą algorytmów opartych na

MIDW jest wielokrotne sumowanie po czasie. W związku z tym stosowanie MIDW

należy rozważać tylko wtedy, gdy w wystarczającym stopniu spe lniony jest przy-

najmniej jeden z poniższych postulatów:

• poprawna dyskretyzacja przestrzeni czasowej (tzn. wystarczająca dla dok lad-

nego ca lkowania metodą Newmarka) wymaga zbyt dużej liczby kroków czaso-

wych;

• prosta konstrukcja nie wymagająca dużego modelu numerycznego;

• potrzebny jest tylko pewien (zazwyczaj niewielki) fragment pe lnej macierzy

wp lywu – ten przypadek często występuje (np., gdy modelujemy zmianę pa-

rametrów tylko w pewnych fragmentach konstrukcji) i w laśnie dla tego typu

zagadnień MIDW powinna wykazywać dużą efektywność;

• konstrukcje o regularnej budowie z możliwością wykorzystania symetrii – do-

brym przyk ladem może być przyk lad rurociągu, który lokalnie traktować moż-

na jako “nieskończenie” d lugą pow lokę walcową (rys. 6.6). Na podstawie rysun-

ku 6.6  latwo jest spostrzec, że przyk ladowo wp lyw zaburzenia (np. dystorsji)

wywo lanego w lokalizacji 1 na stan konstrukcji w lokalizacji 2 jest zupe lnie

identyczny do wp lywu analogicznego zaburzenia 1′ na stan w lokalizacji 2′.
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Rys. 6.6. Fragment d lugiej pow loki walcowej (np. rurociągu).

Zauważmy, że pierwszy z postulatów ogranicza rozmiar macierzy wp lywu związany

z trzecim wymiarem odpowiadającym dyskretyzacji czasowej, natomiast pozosta le

ze względu na dwa pierwsze wymiary odpowiadające dyskretyzacji przestrzennej.

Dla wielu zastosowań istotniejsze może się okazać to pierwsze ograniczenie.

3. Brak możliwości modelowania zmian masy i t lumienia. Zaprezentowana metoda

nie pozwala, jak na razie, na uwzględnienie wp lywu modyfikacji parametrów kon-

strukcji na zmianę masy oraz t lumienia. Z tego powodu może być ona stosowana

tylko w tych problemach dynamiki, w których taka modyfikacja nie występuje lub

jest na tyle nieistotna, że może zostać pominięta. Bardzo dobrym przyk ladem mo-

że być zagadnienie modelowania defektów w konstrukcjach prętowych – zwykle są

to bowiem rysy i pęknięcia, które w znikomym stopniu wp lywają na zmianę masy

ca lego elementu prętowego, natomiast w bardzo istotny sposób obniżają jego cechy

konstrukcyjne, zmniejszając efektywne pole przekroju poprzecznego. Również de-

fekty będące wynikiem korozji można uznać za nadające się do modelowania przy

pomocy MIDW, jako obniżające lokalnie wspó lczynniki sztywności bez istotnego

ubytku masy.



ROZDZIAŁ 7
Zastosowanie MIDW

do analizy wraŜliwości
w dynamice konstrukcji

7.1. Wprowadzenie

W rozdziale 5 zaprezentowano sposób wykorzystania dystorsji wirtualnych w analizie

wrażliwości ustroju statycznego. Teraz przedstawimy analogiczną metodę pozwalającą na

ocenę wrażliwości konstrukcji pod obciążeniem dynamicznie zmiennym w czasie. Przypo-

mnijmy, że analiza wrażliwości polega na badaniu w jaki sposób zmieniają się w lasności

ustroju w odpowiedzi na niewielkie zaburzenie (modyfikację) zmiennej projektowej, rozu-

mianej jako zmiana pewnego parametru konstrukcyjnego. W tym kontekście przyjmować

jednak będziemy dosyć silne za lożenie, że dopuszczalna zmiana parametru konstrukcyj-

nego musi oddzia lywać jedynie na cechy sztywnościowe ustroju, a nie może w istotny

sposób wp lywać na jego masę lub t lumienie. Zatem należy raczej mówić tylko o wraż-

liwości sztywnościowej ustroju. Stanowi to z pewnością bardzo istotne ograniczenie dla

zastosowania tej metody do różnych zagadnień – można ją wykorzystywać jedynie w tych

przypadkach, w których ewentualne, lokalne modyfikacje masy i t lumienia są nieistotne

lub na tyle ma le, że mogą zostać pominięte.

W sensie matematycznym analiza wrażliwości polega na znalezieniu pochodnych pew-

nej funkcji ze względu na wybrane zmienne. W rozdziale tym zdefiniowana zostanie pewna

klasa funkcji celu, bazujących na zależności pomiędzy funkcją przej́scia, a wspó lczynnika-

mi sztywnościowymi konstrukcji. Podany zostanie algorytm obliczania gradientu takich

113
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funkcji, przy czym zastosowanie MIDW pozwoli na wyprowadzenie i wykorzystanie ana-

litycznych formu l na wrażliwość konstrukcji. Dodatkowo szczegó lowo przedstawiona zo-

stanie zoptymalizowana wersja algorytmu, nadająca się bezpośrednio do realizacji nume-

rycznej. Poprawność wyprowadzonych związków zostanie zweryfikowana na przyk ladzie

potwierdzającym poprawność proponowanej metody obliczania gradientów przez porów-

nanie z wynikami uzyskanymi przy zastosowaniu Metody Różnic Skończonych (MRS).

7.2. Funkcja celu i jej gradient

Przyjmijmy, że analizowany problem można rozpatrywać jako zagadnienie optymali-

zacji pewnej funkcji celu. Zak ladamy, że funkcję tę da się przedstawić w postaci

fcel(λ) = f̃cel

(
F(λ)

)
, λ ∈ L, (7.1)

przy czym

F(λ) =
[
Ft(λ)

]
, t ∈ T , (7.2)

gdzie λ = [λs] jest wektorem parametrów funkcji celu tożsamym w laściwie z wek-

torem modyfikacji strukturalnych, natomiast Ft(λ) są pewnymi funkcjami zależnymi od

stanu konstrukcji w określonych chwilach t ∈ T . W praktyce zbiór chwil T będzie zazwy-

czaj wynikiem dyskretyzacji zwartego przedzia lu czasowego. Zbiór L określany jest przez

ograniczenia na lożone na parametry funkcji celu, które są zwykle istotne dla zagadnienia

optymalizacji. Funkcje Ft grupujemy w wektor chwilowych stanów konstrukcji42) F.

Wymagamy, aby funkcja celu (7.1) by la różniczkowalna względem sk ladowych tego wek-

tora, czyli, że znając F możemy dok ladnie wyznaczyć sk ladowe następującego gradientu:

df̃cel

dF
(F) =

[

∂f̃cel

∂Ft

(F)

]

. (7.3)

Często funkcja celu bazuje na skumulowanej odpowiedzi konstrukcji uzyskanej z pewne-

go przedzia lu czasowego. Zapis (7.1) przyjmuje wtedy postać sumy sk ladowych wektora

chwilowych stanów konstrukcji

fcel(λ) = f̃cel

(
F(λ)

)
=

∑

t∈T

Ft(λ), (7.4)

zaś gradient (7.3) jest wektorem o wszystkich sk ladowych jednostkowych.

Istotę funkcji celu stanowić jednak będą funkcje Ft(λ), czyli sk ladowe wektora F.

Postulujemy, że da się go przedstawić w następującej postaci

F(λ) = F̃
(
f(t; λ)

)
=

[
F̃t

(
f(τ ; λ)

)]
, (7.5)

42) Jest to raczej wektor pewnych miar zależnych od chwilowych stanów konstrukcji. Rozmiar wektora F

zależy tylko od liczby analizowanych chwil czasowych (które w ogólności nie muszą być ani uporządko-

wane, ani nie muszą stanowić regularnej dyskretyzacji zwartego przedzia lu czasowego – choć zwykle

tak w laśnie będzie), dlatego też wyjątkowo zastosujemy klasyczną notację Ft(λ), zamiast zapisu F (t; λ)

zgodnego z przyjętą umową (patrz przypis 25, str. 91).
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przy czym

f(t; λ) =
[
fα(t; λ)

]
(7.6)

jest wektorem funkcji przej́scia, które definiujemy bardzo ogólnie – jako kombina-

cje liniowe zależnych od czasu funkcji przemieszczeń ustroju dynamicznego. Funkcja celu

oparta jest więc na funkcjach przej́scia, opisujących propagację fali sprężystej. Zależ-

ność (7.5) musi być różniczkowalna względem sk ladowych wektora funkcji przej́scia, co

oznacza, że można wyznaczyć reprezentację macierzową gradientu

dF̃

df
(f) =

[

∂F̃t

∂fα
(f)

]

. (7.7)

Powyższe za lożenia dotyczy ly postaci funkcji przej́scia. Na koniec przyjmujemy jesz-

cze ważny postulat dotyczący jej parametrów – otóż parametry funkcji celu muszą być

w jednoznaczny sposób powiązane z wektorem zmiany sztywności konstrukcji, tzn.:

µ(λ) =
[
µi(λ)

]
, (7.8)

przy czym zależność ta musi być różniczkowalna, co oznacza, że dla każdego λ ∈ L

możemy obliczyć gradient
dµ

dλ
(λ) =

[
∂µi

∂λs
(λ)

]

. (7.9)

Przypomnijmy ponadto, że ograniczenia na lożone na sk ladowe wektora modyfikacji, λs,

muszą zapewniać nieujemność sk ladowych wektora µ. Przyjęte za lożenie oznacza, iż funk-

cja przej́scia pośrednio zależy od wektora modyfikacji sztywności

f(t; λ) = f̃
(
t; µ(λ)

)
. (7.10)

Wielkości, które mogą stanowić parametry funkcji celu to oczywíscie modyfikacje

sta lych materia lowych lub wymiarów elementów, które jednoznacznie wp lywają na ich

sztywność, czy też wreszcie modyfikacje samych wspó lczynników sztywności. Zauważ-

my również, że na przyk lad modu l Younga ma wp lyw zarówno na sztywność osiową,

jak i zgięciową elementu ramy p laskiej – zatem jeden parametr funkcji celu, opisujący

zmianę modu lu Younga, steruje dwoma parametrami sztywności. Bardzo  latwo również

można wyobrazić sobie przypadek, w którym jeden parametr wp lywa na pokaźną liczbę

wspó lczynników sztywności różnych elementów umiejscowionych dowolnie w konstrukcji

(a więc wp lywa w różny sposób na wiele sk ladowych globalnej macierzy sztywności).

Dobrym przyk ladem jest tutaj zagadnienie optymalizacji konstrukcji pod obciążeniem

dynamicznym – parametrem optymalizacji może być przyk ladowo modyfikacja pola prze-

kroju pewnej wybranej grupy elementów konstrukcji, które ze względów produkcyjnych

i montażowych powinny mieć identyczny przekrój. Przyk lady określania zależności (7.8)

oraz gradientu (7.9) dla różnych parametrów dotyczących prętów kratowych i elementów

ramy p laskiej przedstawiono w rozdziale 4.3.

Przedstawione formalnie za lożenia mogą się wydawać skomplikowane. Zwróćmy jed-

nak uwagę, że ich istotę stanowią tak naprawdę dwa postulaty:
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1. funkcja celu skonstruowana jest przy wykorzystaniu funkcji przej́scia, określających

propagację fali sprężystej w konstrukcji,

2. parametry funkcji celu muszą wp lywać na modyfikacje sztywności konstrukcji,

a więc są w laściwie parametrami modyfikacji strukturalnych.

Dla każdego przypadku spe lniającego podane za lożenia gradient funkcji celu obli-

czymy wed lug wzoru:

∂fcel(λ)

∂λs
=

∑

α

∑

t∈T

∂fcel(F)

∂Ft

∂F̃t(f)

∂fα

∂fα(t; λ)

∂λs
, (7.11)

gdzie występują znane sk ladowe gradientów (7.3) i (7.7), oraz stanowiące istotę obliczeń,

nieznane sk ladowe gradientu funkcji przej́scia ∂fα

∂λs
. Jeśli funkcja celu jest posta-

ci (7.4) to sk ladowe gradientu (7.3) są jedynkami i wzór (7.11) upraszcza się do następu-

jącej formu ly:
∂fcel(λ)

∂λs
=

∑

α

∑

t∈T

∂F̃t(f)

∂fα

∂fα(t; λ)

∂λs
. (7.12)

7.3. Gradient funkcji przej́scia

Pokazano, że dla każdej funkcji celu spe lniającej podane w poprzednim podrozdziale

postulaty obliczenie gradientu sprowadza się w g lównej mierze do wyznaczenia gradientu

funkcji przej́scia:
df

dλ
(t; λ) =

[
∂fα

∂λs
(t; λ)

]

. (7.13)

Przypomnijmy, że odkszta lceniową funkcję przej́scia może rozpatrywać jako sumę

czynnika liniowego i rezydualnego

fα(t; λ) =
L

fα(t) +
R

fα(t; λ), (7.14)

przy czym – jak to ukazano w powyższym wyrażeniu – część liniowa (niejako z definicji)

nie może zależeć od parametrów funkcji celu λs. Jest tak, gdyż przyjęlísmy za lożenie,

że parametry λs muszą być powiązane z wielkościami µi opisującymi zmianę sztywności

konstrukcji. Zatem sk ladowe gradientu funkcji przej́scia zależą tak naprawdę tylko od

części rezydualnej

∂fα(t; λ)

∂λs
=

∂
R

fα(t; λ)

∂λs
, (7.15)

która z kolei zależna jest od dystorsji ε̂i(t; λ), modelujących modyfikacje sztywnościo-

we konstrukcji wynik le ze zmian wartości parametrów λs. Zależność ta wykorzystuje

impulsową macierz wp lywu i ma postać (6.28)2. Różniczkując to wyrażenie dostajemy

następującą formu lę:

∂
R

fα

∂λs
(t; λ) =

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ)
∂ε̂i

∂λs
(τ ; λ). (7.16)
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W powyższym wzorze pojawiają się wielkości ∂ε̂i

∂λs
, które można określić mianem sk lado-

wych gradientu dystorsji:

dε̂

dλ
(t; λ) =

[
∂ε̂i

∂λs
(t; λ)

]

. (7.17)

Wyznaczenie tych sk ladowych stanowić będzie istotę proponowanej metody obliczania

gradientu funkcji przej́scia.

7.4. Gradient dystorsji

Zanim podamy wzór na obliczanie sk ladowych gradientu dystorsji zreasumujmy, iż

przedstawiane do tej pory postępowanie opiera się na następujących konstatacjach:

• Istnieje jednoznaczny związek pomiędzy lokalną zmianą sztywności konstrukcji,

a dystorsją (zarówno w przypadku uk ladów statycznych jak i poddanych wymu-

szeniom dynamicznym):

ε̂i(λ) =
(
1 − µi(λ)

)
εi(λ),

ε̂i(t, λ) =
(
1 − µi(λ)

)
εi(t; λ).

• Zatem wp lyw parametrów modyfikujących sztywność konstrukcji można modelować

dystorsjami nie ingerując przy tym w pierwotny model ustroju.

• Obliczenie gradientu funkcji przej́scia w uk ladzie dynamicznym wymaga obliczenia

gradientu dystorsji modelujących lokalną zmianę sztywności tego uk ladu.

• Dystorsje są adekwatne modyfikacjom parametrów funkcji celu (skonstruowanej na

bazie funkcji przej́scia), zatem gradient dystorsji stanowi podstawę do obliczenia

gradientu funkcji celu.

W celu wyznaczenia analitycznych wyrażeń na sk ladowe gradientu dystorsji różniczku-

jemy (względem parametrów λs) związki (6.44), otrzymując następujące uk lady równań

liniowych ze względu na sk ladowe gradientu dystorsji:

∑

j∈D

[

δij −
(
1 − µi(λ)

)
Dij(0)

]∂ε̂j(t; λ)

∂λs
=

−
∂µi(λ)

∂λs
εi(t; λ) +

(
1 − µi(λ)

)
t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ)
∂ε̂j(τ ; λ)

∂λs
. (7.18)

Wszystkie powyższe uk lady mają taką samą macierz g lówną (A0
ij wed lug (6.47)), co jest

niezwykle pożądaną w lasnością. Dla uzyskania rozwiązania wystarczy tylko pojedyncza

dekompozycja macierzy uk ladu (rozk lad LU), a koszta obliczeń numerycznych związane

są w laściwie tylko z wyznaczaniem wektorów prawej strony. Uk lady te należy bowiem

rozwiązywać sekwencyjnie dla kolejnych chwil t. Otrzymane dla każdej, kolejnej chwi-

li sk ladowe gradientu dystorsji potrzebne są do obliczenia wektorów prawej strony dla

wszystkich chwil następnych.
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Wyrażenia (7.18) stanowią system uk ladów równań liniowych ze względu na chwilowe

wartości dystorsji – dla każdej chwili t mamy S uk ladów równań (S = dim(λ)) na

sk ladowe gradientu dystorsji (w chwili t). Można je zapisać w postaci:

∑

j∈D

A0
ij

∂ε̂j

∂λs
(t) = Bis(t), (7.19)

gdzie macierz g lówna jest sta la, tzn. ma identyczne sk ladowe (6.47) dla wszystkich uk la-

dów (tj. we wszystkich chwilach t), natomiast sk ladowe wektora prawej strony zależą od

parametru t w następujący sposób:

Bis(t) =







−
∂µi(λ)

∂λs
εi(0) dla t = 0,

−
∂µi(λ)

∂λs

εi(t) +
(
1 − µi(λ)

)
t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ)
∂ε̂j(τ)

∂λs

dla t > 0.
(7.20)

Uk lady równań (7.19) rozwiązujemy sekwencyjnie, dla kolejnych chwil czasowych t. Jest

to konieczne ze względu na konstrukcję wektorów prawej strony. Otóż, dla kolejnych

chwil t sk ladowe wektora prawej strony Bis(t) zależą od wszystkich chwilowych warto-

ści
∂ε̂j

∂λs
(τ) z chwil poprzedzających (czyli dla τ < t). Wartości te muszą więc być uprzednio

obliczone. Sk ladowe Bis(t) zależą ponadto od funkcji ca lkowitych odkszta lceń w lokali-

zacjach dystorsyjnych εi(t) (i ∈ D), które obliczymy wed lug wzoru (6.31) – wymaga to

jednak znajomości dystorsji dynamicznych, ε̂i(t), modelujących zmianę sztywności kon-

strukcji spowodowaną wprowadzeniem modyfikacji, λ, pewnych parametrów konstruk-

cyjnych. Zatem wpierw musimy wyznaczyć te dystorsje. W tym celu rozwiązujemy uk lad

równań (6.46), opisany przez tę samą macierz g lówną co uk lady (7.19). Zatem dla wszyst-

kich obliczeń tylko raz potrzebujemy wykonać rozk lad macierzy na dolno- i górnotrójkąt-

ną (rozk lad LU), a pozosta le obliczenia sprowadzają się g lównie do sumowań wyrazów

prawej strony.

Zaprezentowana metodologia pozwala sformu lować następujące wnioski:

• Zastosowanie Metody Impulsowych Dystorsji Wirtualnych pozwala na wy-

prowadzenie analitycznych wzorów na sk ladowe gradientu funkcji przej́scia.

• Dysponujemy zatem analitycznymi formu lami na gradient funkcji celu opartej na

analizie funkcji przej́scia (i spe lniającej pewne, podane na początku tego rozdzia lu

za lożenia).

• Istotną cechą metody jest to, że optymalnie oblicza się wszystkie sk ladowe gradientu

naraz.

7.5. Algorytm obliczania gradientu funkcji przej́scia

Przeprowadzone rachunki pozwoli ly skonstruować algorytm obliczania gradientu funk-

cji przej́scia, bazujący na formu lach analitycznych. Podajemy dwie wersje tego algorytmu:

1. ogólny schemat ukazujący istotę dokonywanych obliczeń,



7.5. Algorytm obliczania gradientu funkcji przejścia 119

2. szczegó lowa, zoptymalizowana wersja nadająca się bezpośrednio do efektywnej im-

plementacji numerycznej.

7.5.1. Ogólny schemat algorytmu

Algorytm 7.1 prezentuje zastosowanie idei dystorsji wirtualnych dla analizy wraż-

liwości ustroju pod obciążeniem zmiennym w czasie. Jak już wspomniano, dotyczy on

tylko wrażliwości sztywnościowej i w części jest powtórzeniem algorytmu 6.1, gdyż dla

wyznaczenia stanowiącego g lówny cel obliczeń gradientu dystorsji potrzebujemy również

obliczyć odpowiednie funkcje dystorsji dynamicznych. Gradient dystorsji wykorzystywa-

ny jest przez algorytm do wyznaczenia gradientu funkcji przej́scia, który z kolei można

wykorzystać (już w poza algorytmem) do wyznaczenia gradientu funkcji celu, opartej na

tych funkcjach przej́scia i spe lniającej za lożenia podane na początku tego rozdzia lu.

Algorytm jest nieco bardziej skomplikowany, niż przedstawione dotychczas. Rozpatrz-

my jednak pewien szczególny przypadek, gdy dla zadanego wektora z przestrzeni modyfi-

kacji strukturalnych, λ, nie następuje zmiana wspó lczynników sztywności, tzn.: µi(λ) = 1.

W przypadku dobrze zdefiniowanych parametrów konstrukcyjnych, λs, sytuacja ta powin-

na występować tylko wtedy, gdy wszystkie sk ladowe wektora modyfikacji są jednostkowe,

czyli: λ = 1. Jest to przypadek, gdy chcemy obliczyć wrażliwość modyfikacji konstrukcji

pierwotnej. Algorytm 7.1 bardzo się wtedy upraszcza – w analogiczny sposób jak pokaza-

no w przypadku algorytmu 5.1 dla wrażliwości ustroju statycznego. Zauważmy bowiem,

że macierz g lówna jest jednostkowa, A0
ij = δij , funkcje dystorsji są zerowe, ε̂i(t) ≡ 0,

zaś funkcje odkszta lceń ca lkowitych są równe liniowym, εi(t) ≡
L
εi(t). Zatem nie musimy

nawet znać odkszta lceniowej macierzy wp lywu, Dij(t), gdyż sk ladowe gradientu dystorsji

Algorytm 7.1. Analiza wrażliwości konstrukcji obciążonej dynamicznie.

Dane oraz obliczenia inicjujące

1. Dane są:

• konstrukcja pod ustalonym obciążeniem dynamicznym Q(t),

• lokalizacje dystorsyjne: i, j ∈ D,

• funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywności: µ(λ) =
[
µi(λ)

]
, oraz funkcja

jej gradientu dµ
dλ

(λ) =
[ dµi

dλs
(λ)

]

• wektorowa funkcja przej́scia: f
(
t; q(t)

)
=

[
fα

(
t; q(t)

) ]
.

2. Obliczamy:

• wektory liniowej odpowiedzi konstrukcji (tj. na obciążenie Q(t)), czyli wektory

funkcji przej́scia:
L
εi(t),

L

fα(t) = fα

(
t; q(t) dla Q(t)

)
.

• odkszta lceniowa impulsowa macierz wp lywu: Dij(t),

• ogólna impulsowa macierz wp lywu: D̆αi(t) = fα

(
t; q(t) dla εi = 1

)
.

[ ciąg dalszy na następnej stronie ]

↓
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Algorytm 7.1. [ciąg dalszy]

↓
[ kontynuacja poprzedniej strony ]

Obliczenia powtarzalne

3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametrów konstrukcyj-

nych λ =
[
λs

]
.

4. Obliczamy modyfikacje sztywnościowe: µi = µi(λ).

5. Wyznaczamy i dekomponujemy (rozk lad LU) macierz: A0
ij = δij − (1 − µi) Dij(0).

6. Kolejno dla każdej chwili t:

• obliczamy wektor prawej strony:

bi(t) = (1 − µi)

[

L
εi(t) +

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

]

,

• a następnie rozwiązujemy uk lad równań:
∑

j∈D

A0
ij ε̂j(t) = bi(t).

Otrzymujemy funkcje dystorsji: ε̂i(t).

7. Obliczamy funkcje odkszta lceń ca lkowitych:

εi(t) =
L
εi(t) +

R
εi(t) =

L
εi(t) +

t∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ).

8. Kolejno dla każdej chwili t przeprowadzamy następujące dzia lania dla każdego s:

• obliczamy wektor prawej strony:

Bis(t) = −
∂µi

∂λs
εi(t) + (1 − µi)

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ)
∂ε̂j(τ)

∂λs
, gdzie:

∂µi

∂λs
=

∂µi

∂λs
(λ).

• a następnie rozwiązujemy uk lad równań:
∑

j∈D

A0
ij

∂ε̂j(t)

∂λs
= Bis(t).

Otrzymujemy gradient dystorsji:
∂ε̂i

∂λs
(t).

9. Obliczamy wyniki:

• gradient funkcji przej́scia:

∂fα

∂λs
(t) =

∂
R

fα

∂λs
(t) =

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ)
∂ε̂i

∂λs
(τ),

• wartość funkcji przej́scia (można ją obliczyć już po 6-tym punkcie algorytmu):

fα(t) =
L

fα(t) +
R

fα(t) =
L

fα(t) +

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ) ε̂i(τ).
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wyznaczamy bezpośrednio ze wzoru:

∂ε̂i(t; 1)

∂λs
= −

∂µi(1)

∂λs

L
εi(t), (7.21)

co oznacza, że sk ladowe gradientu funkcji przej́scia są równe:

∂fα(t; 1)

∂λs
= −

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ)
∂µi(1)

∂λs

L
εi(t). (7.22)

Powyższe spostrzeżenie uogólnimy w następnym paragrafie dla ogromnie istotnego przy-

padku, gdy niekoniecznie wszystkie ze sk ladowych wektora zmiany wspó lczynników

sztwyności, µ, są jednostkowe. Otrzymamy dzięki temu zoptymalizowaną wersję algoryt-

mu, pozwalającą na często bardzo znaczące zmniejszenie kosztów numerycznych obliczeń

– tym większe im więcej sk ladowych µi jest równe jeden.

7.5.2. Zoptymalizowany algorytm obliczania gradientu

Zanim przedstawimy zoptymalizowaną wersję algorytmu 7.1 zauważmy, że kosztow-

ne obliczeniowo są przede wszystkim sumowania po chwilach czasowych. Oczywistym

usprawnieniem jest więc – przy obliczaniu funkcji odkszta lceń w punkcie 7-mym algoryt-

mu – wykorzystanie faktu, że czynnik zawierający dużo sumowań (oznaczony w równaniu

poniżej) zosta l już obliczony w punkcie 6-tym – zatem:

R
εi(t) =

t∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ) =

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dij(t − τ) ε̂j(τ)

︸ ︷︷ ︸

obliczone wcześniej

+
∑

j∈D

Dij(0) ε̂j(τ). (7.23)

Naprawdę istotna optymalizacja polega jednak na wykorzystaniu spostrzeżenia, że

sk ladowe gradientu związane z loaklizacjami dystorsyjnymi, w których wspó lczynnik

sztywności ma wartość pierwotną, można bardzo szybko obliczyć i dzięki temu zmniejszyć

liczbę niewiadomych w uk ladach równań – do obliczenia będą już bowiem tylko pozosta le

sk ladowe. W tym celu zdefiniujmy dwie grupy indeksów:

• lokalizacje dystorsyje, w których (dla zadanego wektora modyfikacji λ) nie wystę-

puje zmiana wspó lczynnika sztywności:

DZ = {i ∈ D : µi = 1}, (7.24)

• lokalizacje, w których zadane modyfikacje strukturalne λ taką zmianę powodują:

DN = {i ∈ D : µi 6= 1}. (7.25)

Widać, że zdefiniowane zbiory indeksów są roz lącznymi i wyczerpującymi podzbiorami

zbioru wszystkich lokalizacji dystorsyjnych, tzn.:

DZ ∩ DN = ∅ oraz DZ ∪ DN = D. (7.26)
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Przyjmujemy dalej następujące symbole indeksów do oznaczania wielkości związanych

z odpowiednimi lokalizacjami dystorsyjnymi:

z ∈ DZ , p, q ∈ DN , oraz oczywíscie: i, j ∈ D. (7.27)

Pamiętamy przy tym, że DZ ⊂ D i DN ⊂ D, a więc indeksy i, j “przbiegają” zawsze

również lokalizacje indeksowane przez z oraz p i q.

Wykorzystując teraz przyjęte za lożenie: µz(λ) = 1, zauważmy, że wiersze macierzy

g lównej A0
ij odpowiadające z-owym indeksom są zerowe z wyjątkiem sk ladowej A0

zz, która

jest równa jeden, czyli

A0
zj = δzj . (7.28)

Natomiast odpowiadające im sk ladowe wektorów prawej strony, dla każdego t, są równe

(odpowiednio) – dla uk ladu równań (6.46):

bz(t) = 0, (7.29)

zaś dla uk ladów (7.19):

Bzs(t) = −
∂µz

∂λs
εz(t). (7.30)

W algorytmie musimy znać funkcje odkszta lceń ca lkowitych w lokalizacjach dystor-

syjnych, zależne od dystorsji dynamicznych, które musimy wyznaczyć. Z zastowsownia

związków (7.28), (7.29) w uk ladzie równań (6.46) dostajemy od razu oczywisty wynik

na zerowanie się z-towych sk ladowych dystorsji, ε̂z(t) ≡ 0, gdyż w tych lokalizacjach

nie ma zmian do modelownia. Z kolei niezerowe funkcje dystorsji wyznaczamy teraz z

odpowiednio pomniejszonego uk ladu równań:
∑

q∈DN

A0
pq ε̂p(t) = bp(t), (7.31)

Funkcje odkszta lceń ca lkowitych we wszystkich lokalizacjach dystorsyjnych obliczamy

wed lug nieco zmodyfikowanej formu ly:

εi(t) =
L
εi(t) +

R
εi(t) =

L
εi(t) +

t∑

τ=0

∑

p∈DN

Dip(t − τ) ε̂p(τ), (7.32)

w której uwzględniono fakt, że sens ma sumowanie tylko po indeksach p ∈ DN , gdzie

mamy niezerowe funkcje dystorsji. Pamiętamy ponadto o tym, że część sumowań zosta la

już wykonana (przy wyznaczaniu sk ladowych bp(t) wektora prawej strony uk ladu (7.31))

i należy skorzystać z zależności (7.23).

Spostrzeżenie (7.28) oznacza, że z-towe sk ladowe gradientu dystorsji są równe odpo-

wiednim sk ladowym wektora prawej strony (7.30), zatem wyznaczamy je bezpośrednio ze

wzoru:
∂ε̂z

∂λs
(t) = −

∂µz

∂λs
εz(t). (7.33)

Pozostaje więc tylko obliczyć pozosta le sk ladowe gradientu dystorsji odpowiadające lo-

kalizacjom p ∈ DN , w których występuje zmiana wspó lczynnika sztywności. W tym celu
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należy sekwencyjnie rozwiązywać odpowiednio mniejsze (podobnie jak (7.31)) poduk lady

równań:
∑

q∈DN

A0
pq

∂ε̂p

∂λs
(t) = B̃ps(t), (7.34)

Identyczna dla wszystkich tych uk ladów (7.31) i (7.34) macierz g lówna A0
pq jest kwa-

dratową podmacierzą macierzy A0
ij , powsta lą w wyniku usunięcia z-towych wierszy i

kolumn. Zauważmy przy tym, że niezerowe przecież sk ladowe A0
pz nie zniknę ly – zostają

przeniesione na prawą stronę jako mnożniki obliczonych już sk ladowych gradientu. Sk la-

dowe wektorów prawej strony ulegają więc pewnej modyfikacji (pojawia się dodatkowy

czynnik):

B̃ps(t) = Bps(t) −
∑

z∈DZ

A0
pz

∂ε̂z

∂λs
(t). (7.35)

Wprowadzając oznaczenie:

H0
pz = −A0

pz =
(
1 − µp(λ)

)
Dpz(0) (p 6= z), (7.36)

te zmodyfikowane sk ladowe wektora prawej strony zapisujemy w postaci:

B̃ps(t) = Bps(t) +
∑

z∈DZ

H0
pz

∂ε̂z

∂λs
(t; λ)

=







−
∂µp(λ)

∂λs
εp(0; λ) +

∑

z∈DZ

H0
pz

∂ε̂z

∂λs
(0; λ) dla t = 0,

−
∂µp(λ)

∂λs
εp(t; λ) +

(
1 − µp(λ)

)
t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dpj(t − τ)
∂ε̂j(τ ; λ)

∂λs

+
∑

z∈DZ

H0
pz

∂ε̂z

∂λs
(t; λ) dla t > 0.

(7.37)

Wykorzystanie przedstawionych optymalizacji pozwala na bardzo znaczne obniżenie

kosztów obliczeń numerycznych w przypadku, gdy występują jednostkowe sk ladowe wek-

tora µ. Nie zmniejszamy przy tym wymiaru przestrzeni modyfikacji strukturalnych, ani

lokalizacji dystorsyjnych, na które te modyfikacje mogą mieć wp lyw.

W końcu możemy zaprezentować tablicę Algorytm 7.2, która zawiera zoptymalizo-

waną wersję algorytmu 7.1. Pos luży la ona do bardzo efektywnej implementacji obiekto-

wej43). W tablicy stosowano zapis nadający się do bezpośredniego wykorzystania przez

programistę – pominięto niektóre z dotychczas stosowanych oznaczeń, zachowując tylko

te wielkości, które muszą zaistnieć jako niezależne zmienne w programie (stąd niektóre

z nich inicjowane są wartościami, które mogą sugerować niekonsekwencję, czy wręcz nie-

zgodność z wyprowadzonymi wzorami – jest to oczywíscie pozorne). Algorytm zapisano

43) Tablice jedno-, dwu- i trójwymiarowe przechowywane są w postaci jednowymiarowej (á la FOR-

TRAN); dzia lania przeprowadzane są “in place”, bez zbędnego kopiowania, na podmacierzach i podwek-

torach, stosując procedury przeliczania indeksów “w locie” (oczywista analogia z podzbiorami indeksów).
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Algorytm 7.2. Zoptymalizowana wersja algorytmu 7.1.

1. Dane:

(a) Macierze:

• 2-wymiarowe:
L
εi(t),

L

fα(t),

• 3-wymiarowe: Dij(t), D̆αi(t),

przy czym i, j ∈ D, t ∈ T = {0, . . . , n}.

(b) Funkcja wektorowa µ(.) oraz funkcja jej gradientu dµ
dλ

(.), dzięki którym dla za-

danego wektora λ =
[
λs

]
można obliczyć:

• wektor wartości: µi(λ),

• macierz gradientu:
∂µi

∂λs
(λ),

przy czym: i ∈ D.

2. Obliczenie gradientu:

(a) Pobierany jest argument λ.

(b) Wykorzystując funkcje µ(.) oraz dµ
dλ

(.):

• obliczamy: µ̃i = 1 − µi(λ),

• inicjujemy:
∂ε̂i

∂λs
(t) = −

∂µi

∂λs
(λ) dla każdego t ∈ T .

(c) W zależności od sk ladowych wektora µ̃i określamy zbiory indeksów:

• p, q ∈ DN = {i ∈ D : µ̃i 6= 0},

• z ∈ DZ = {i ∈ D : µ̃i = 0}.

Zatem DN ∪ DZ = D oraz DN ∩ DZ = ∅.

(d) Inicjujemy wartość funkcji przej́scia: fα(t) =
L

fα(t),

(e) Jeżeli DN = ∅ to:

•
∂ε̂i

∂λs
(t) :=

∂ε̂i

∂λs
(t)

L
εi(t).

(f) W przeciwnym przypadku, czyli jeśli DN 6= ∅:

• wykonujemy obliczenia w pętli (punkt 3.),

• obliczamy wartość funkcji przej́scia:

fα(t) := fα(t) +
t∑

τ=0

∑

p∈DN

D̆αp(t − τ) ε̂p(τ),

(g) Obliczamy gradient funkcji przej́scia:

•
∂fα

∂λs
(t) =

t∑

τ=0

∑

i∈D

D̆αi(t − τ)
∂ε̂i

∂λs
(τ).

[ ciąg dalszy na następnej stronie ]

↓
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Algorytm 7.2. [ciąg dalszy]

↓
[ kontynuacja poprzedniej strony ]

3. Obliczenia w pętli :

(a) Inicjujemy:

• εi(t) =
L
εi(t),

• ε̂p(t) = 0.

(b) Obliczamy, a następnie dekomponujemy (rozk lad LU) macierz:

• A0
pq = δpq − µ̃p Dpq(0).

(c) Jeżeli DZ 6= ∅:

• H0
pz = µ̃p Dpz(0).

(d) Jeżeli ∃i ∈ D εi(0) 6= 0:

• wykonujemy obliczenia w chwili t = 0 (punkt 4.).

(e) W przeciwnym przypadku, czyli jeśli ∀i ∈ D εi(0) = 0:

• przyjmujemy:
∂ε̂i

∂λs
(0) = 0.

(f) Kolejno dla każdej chwili t > 0:

• wykonujemy obliczenia w chwili t > 0 (punkt 5.).

4. Obliczenia w chwili t = 0:

(a) Jeżeli ∃p ∈ DN εp(0) 6= 0:

• obliczamy wektor prawej strony: bp = µ̃p εp(0),

• wyznaczamy ε̂p(0) z uk ladu równań:
∑

q∈DN

A0
pq ε̂q(0) = bp,

• εi(0) := εi(0) +
∑

p∈DN

Dip(0) ε̂p(0).

(b) Obliczamy:

•
∂ε̂i

∂λs
(0) :=

∂ε̂i

∂λs
(0) εi(0).

(c) Obliczamy macierz prawych stron:

• Bps =
∂ε̂p

∂λs
(0),

• Jeżeli DZ 6= ∅: Bps := Bps +
∑

z∈DZ

H0
pz

∂ε̂z

∂λs
(0).

(d) Dla każdego s wyznaczamy:

•
∂ε̂p

∂λs
(0) z uk ladu równań:

∑

q∈DN

A0
pq

∂ε̂q

∂λs
(0) = Bps.

[ ciąg dalszy na następnej stronie ]

↓
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Algorytm 7.2. [dokończenie]

↓
[ kontynuacja poprzedniej strony ]

5. Obliczenia w chwili t > 0:

(a) Dana jest ustalona chwila t > 0, przy czym zak ladamy, że kolejno zosta ly już

wykonane obliczenia dla wszystkich chwil τ < t.

(b) Obliczamy:

• εi(t) := εi(t) +
t−1∑

τ=0

∑

p∈DN

Dip(t − τ) ε̂p(τ),

(c) Obliczamy wektor prawej strony:

• bp = µ̃p εp(t).

(d) Wyznaczamy:

• ε̂p(t) z uk ladu równań:
∑

q∈DN

A0
pq ε̂q(t) = bp,

(e) Kolejno obliczamy:

• εi(t) := εi(t) +
∑

p∈DN

Dip(0) ε̂p(t),

•
∂ε̂i

∂λs
(t) :=

∂ε̂i

∂λs
(t) εi(t).

(f) Obliczamy macierz prawych stron:

• Bps =
∂ε̂p

∂λs
(t) + µ̃p

t−1∑

τ=0

∑

j∈D

Dpj(t − τ)
∂ε̂j

∂λs
(τ),

• Jeżeli DZ 6= ∅: Bps := Bps +
∑

z∈DZ

H0
pz

∂ε̂z

∂λs
(t).

(g) Dla każdego s wyznaczamy:

•
∂ε̂p

∂λs
(t) z uk ladu równań:

∑

q∈DN

A0
pq

∂ε̂q

∂λs
(t) = Bps.

w postaci pięciu punktów: punkt 1 zawiera dane wykorzystywane przez algorytm44), na-

tomiast punkt 2 to g lówny cz lon algorytmu przeznaczony dla powtarzalnych obliczeń do-

konywanych dla zadanych punktów z wektorowej przestrzeni modyfikacji strukturalnych.

Dla nietrywialnych przypadków niezbędne będzie wykonanie – opisanych w punkcie 3 –

obliczeń w pętli (dla kolejnych chwil czasowych). Punkty 4 i 5 stanowią podprocedury

wykorzystywane przez procedurę obliczeń w pętli.

44) Zauważmy tutaj, że (tak jak w przypadku wszystkich algorytmów prezentowanych do tej pory)

argumentami są między innymi funkcje zwracające wektor oraz macierz. Realizacja obiektowa pozwoli la

na bardzo eleganckie i czytelne oprogramowanie tego aspektu – parametrami są obiekty, których metody

obliczają i zwracają potrzebne wielkości (nb. również w postaci obiektów).
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7.6. Weryfikacja gradientów analitycznych

7.6.1. Obliczanie gradientu Metodą Różnic Skończonych (MRS)

Pojedynczą sk ladową gradientu funkcji przej́scia można obliczać za pomocą klasycznej

Metody Różnic Skończonych. W tym celu wykorzystujemy poniższy wzór wynikający

z definicji pochodnej:

∂fα(t; λ)

∂λs

= lim
∆λs→0

fα(t; [λr + δrs∆λs]) − fα(t; λ)

∆λs

. (7.38)

Wielkość ∆λs to tzw. przyrost skończony dla parametru, po którym obliczamy pochod-

ną, natomiast wektor λ =
[
λr

]
określa punkt w przestrzeni parametrów, w którym tę

pochodną obliczamy. Należy szczególnie podkreślić, że ta metoda obliczeń ma charakter

czysto numeryczny, tzn. (w przeciwieństwie do podej́scia opartego na MIDW) nie bazuje

na formu lach otrzymanych z analitycznego różniczkowania funkcji przej́scia. W związku

z tym uzyskiwane za jej pomocą rezultaty obarczone są b lędem, który po pierwsze trud-

no jest oszacować, a ponadto często może mieć on istotny wp lyw na zbieżność czy wręcz

szanse powodzenia metod optymalizacyjnych wykorzystujących tak obliczone gradienty.

7.6.2. Wady obliczeń metodą różnicową

Poniżej prezentujemy niedogodności wykorzystywania różnic skończonych do oblicza-

nia gradientu funkcji przej́scia. Wynikają one z ogólnych wad MRS, a ich wp lyw po-

tęguje się wraz ze wzrostem wymiaru przestrzeni parametrów, czyli wraz ze wzrostem

liczby sk ladowych gradientu. Stosując zatem podej́scie różnicowe należy zdawać sobie

sprawę, że:

• wartość przyrostu skończonego to dodatnia, arbitralnie ma la liczba – zatem poja-

wia się tzw. problem doboru przyrostu: ∆λs = ?, z którym wiążą się następujące

niedogodności metody:

– fa lszywe wyniki dla zbyt dużej albo zbyt ma lej wartości przyrostu skończonego,

– trudność z wyborem, który z wyników otrzymanych dla różnych wartości przy-

rostu skończonego jest lepszy (tj. bliższy rozwiązania ścis lego);

• zmieniamy pierwotny model konstrukcji – algorytm MRS nie sprowadza się więc

tylko do jednej prostej formu ly (7.38);

• występuje konieczność obliczania każdej sk ladowej gradientu oddzielnie, przy czym

za każdym razem istnieje problem doboru przyrostu oraz konieczność modyfikacji

pierwotnego modelu konstrukcji;

• niedok ladność obliczonego gradientu jest trudna do oszacowania i często jest odpo-

wiedzialna za niepowodzenie metod, które wykorzystują gradient obliczony w ten

sposób (tzw. problem zbieżności);

• problemy ze zbieżnością nasilają się zw laszcza w przypadku zadań o wielu parame-

trach, a więc korzystających z gradientów o dużej liczbie sk ladowych.
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7.6.3. Porównanie wyników otrzymanych za pomocą MIDW z rezultatami

obliczeń MRS

W celu weryfikacji zaprezentowanej metody wyznaczania wrażliwości sztywnościowej

ustroju dynamicznego i opartego na niej algorytmu 7.2, wykorzystamy model konstruk-

cji z przyk ladu 4.4, poddawanej teraz obciążeniu dynamicznemu si lą P = P (t) (patrz

rys. 4.1), o różnej zmienności w czasie, podobnie jak to czynilísmy w testach opisanych

w podrozdziale 6.9. W identyczny sposób, jak w tych testach, definiujemy wektor mody-

fikacji parametrów strukturalnych:

λ =

[
λ1

λ2

]

=

[
1 − Ê(3)/E(3)

1 − Ê(4)/E(4)

]

,

oraz konsekwentnie określamy zależny od niego wektor zmiany wspó lczynników sztyw-

ności:

µ(λ) =












k̂
(3)
EA/k

(3)
EA

k̂
(4)
EA/k

(4)
EA

k̂
(4)
EJ/k

(4)
EJ

k̂
(4)
EJ/k

(4)
EJ












=








1 − λ1

1 − λ2

1 − λ2

1 − λ2








,
dµ

dλ
(λ) =








−1 0

0 −1

0 −1

0 −1








,

przy czym dodatkowo wyznaczylísmy również macierz gradientu tej zależności.

W różnych punktach λ przestrzeni modyfikacji parametrów konstrukcyjnych oblicza-

lísmy gradienty funkcji przej́scia wykorzystując algorytm oparty na MIDW, a wyniki

porównywane by ly z rezultatami obliczeń uzyskanych (dla każdej sk ladowej gradientu od-

dzielnie) algorytmem MRS dla szeregu coraz mniejszych wartości przyrostu skończonego

(o postaci 10−n, n = 1, . . . , 12). Dokonane porównanie potwierdzi lo w pe lni popraw-

ną pracę algorytmu 7.2 – odpowiednie sk ladowe gradientu obliczone obiema metodami

wykazywa ly zgodność z dok ladnością do przynajmniej 4-tej cyfry znaczącej (dla drugiej

sk ladowej gradientu by la to zwykle dok ladność do co najmniej 5-tej cyfry znaczącej)

dla wszystkich chwil dyskretnych (co sprawdzano automatycznie znajdując chwilę o mak-

symalnej różnicy pomiędzy wartościami gradientów). Należy tutaj zaznaczyć, że uzna-

nemu za dok ladny wynikowi MIDW najbliższe by ly wartości obliczone wed lug MRS dla

przyrostu skończonego z przedzia lu od 10−4 do 10−7 (często przy tym różnego dla obu

sk ladowych).

Gradienty obliczono między innymi dla obciążenia o postaci (6.53), w punkcie prze-

strzeni modyfikacji strukturalnych λ =
[
0,2 0,3

]T
. Zastosowanie algorytmu opartego na

MIDW prowadzi do wyników “analitycznych”, przy czym od razu otrzymujemy wszystkie

sk ladowe gradientu – dla wygody prezentujemy tutaj wyniki w postaci sumy wielkości

otrzymanych dla kolejnych chwil dyskretnych:

∑

t∈T

f(t; λ)

∂λ1
=

[
2,62125

−3,49073

]

· 10−3,
∑

t∈T

f(t; λ)

∂λ2
=

[
2,50210

−2,07948

]

· 10−1.
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Rezultaty te należy porównać z wartościami odpowiednich sk ladowych gradientu przed-

stawionymi w tablicy 7.1, a otrzymanymi za pomocą MRS dla kilkunastu różnych warto-

ści przyrostu skończonego ∆λs. W tablicy zaznaczono wartości, najbliższe tym uzyskanym

przez algorytm oparty na MIDW, uznanym za wartości dok ladne (“analityczne”). Jak wi-

dać, w dwóch przypadkach uzyskano zgodność do 4-ech, w jednym do 5-ciu, a w jeszcze

jednym nawet do 6-ciu cyfr znaczących.

Tablica 7.1. Sk ladowe gradientu obliczone Metodą Różnic Skończonych.

Dla ∆λs =
1

10n
:

∑

t∈T

∂fα(t; λ)

∂λs

= gαs, gdzie:

gαs

α = 1 α = 2

s = 1 s = 2 s = 1 s = 2
n [10−3] [10−1] [10−3] [10−1]

1 3,53360 2,84779 -6,56098 -2,34564

2 2,72991 2,53375 -3,90162 -2,10374

3 2,63216 2,50524 -3,53219 -2,08188

4 2,62233 2,50241 -3,49488 -2,07972

5 ◮ 2,62132◭ 2,50213 ◮ -3,49120◭ -2,07950

6 2,61882 ◮ 2,50209◭ -3,49148 ◮ -2,07948◭

7 2,59835 2,50196 -3,49359 -2,07950

8 2,61101 2,50102 -3,49440 -2,07951

9 1,73609 2,49087 -3,82831 -2,08077

10 -16,23030 2,34426 -7,66516 -2,12109

11 -86,55338 0,31230 -37,35931 -2,56325

12 -586,31790 -1,25499 -25,94496 -1,35112

◮ ◭ – wielkości najbliższe gradientowi “analitycznemu” (MIDW)



ROZDZIAŁ 8
Identyfikacja defektów

8.1. Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale przedstawiono oparty na MIDW algorytm gradientowej ana-

lizy propagacji fali sprężystej zweryfikowano jego poprawność za pomocą Metody Różnic

Skończonych. W tym rozdziale w celu niebanalnego przetestowania algorytmu zostanie

on wykorzystany dla zagadnienia identyfikacji defektów bazującej na analizie (w dome-

nie czasowej) odpowiedzi sprężystej konstrukcji poddanej wymuszeniu dynamicznemu.

Metoda identyfikacji opierać się będzie na analizie różnicy pomiędzy funkcjami przej-

ścia opisującymi propagację fali sprężystej w konstrukcji rzeczywistej i w modelu MES,

w którym wp lyw ewentualnych defektów modelowany jest wirtualnie (i w sposób zauto-

matyzowany, pod kontrolą algorytmu) przez dystorsje. Omówione zostanie zagadnienie

identyfikacji uszkodzeń w kratownicach na prostych przyk ladzie wykorzystującym symu-

lacje numeryczne. Na koniec zaprezentowana zostanie identyfikacja defektów bazująca

na funkcjach przej́scia uzyskanych z przeprowadzonego eksperymentu, w którym zajmo-

wano się badaniem drgań sprężystej belki wspornikowej. W doświadczeniu tym w celu

odczytania funkcji przej́scia, jak również wzbudzenia fali sprężystej, skorzystano ze zjawi-

ska tzw. piezoelektryczności. W za lożeniu zresztą piezodiagnostyka stanowić będzie punkt

wyj́sciowy dla prezentowanej koncepcji identyfikacji uszkodzeń, zatem następny podroz-

dzia l poświęcony jest w laśnie temu zagadnieniu.

131
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8.2. Podstawy piezodiagnostyki

8.2.1. Efekt piezoelektryczny

Piezodiagnostyka polega na wykorzystaniu sensorów wykonanych z materia lów piezo-

elektrycznych w celu, na przyk lad, odczytywania lokalnych stanów odkszta lcenia w kon-

strukcjach. Piezoelektryki są to kryszta ly, w których występuje tzw. efekt piezoelek-

tryczny. Rozróżnia się dwa rodzaje tego zjawiska:

• prosty efekt piezoelektryczny – polega na pojawieniu się różnoimiennych  ladunków

elektrycznych na przeciwleg lych i asymetrycznych względem siebie elementach po-

wierzchniowych kryszta lów pizoelektryków pod wp lywem nacisku bądź rozciągania,

• odwrotny efekt piezoelektryczny – wywo lywanie mechanicznej deformacji tych krysz-

ta lów pod wp lywem zewnętrznego pola elektrycznego.

Stosowanie materia lów piezoelektrycznych umożliwia więc przetwarzanie napięć i impul-

sów mechanicznych na elektryczne i odwrotnie. Zatem materia ly te świetnie nadają się na

sensory takich wielkości fizycznych jak nawet bardzo niewielkie odkszta lcenia, czy prze-

mieszczenia (spe lniające zazwyczaj postulat tzw. ma lych przemieszczeń). Zjawisko od-

wrotnego efektu piezoelektrycznego pozwala z kolei na równoczesne wykorzystanie tych

materia lów w celu wymuszania lokalnych deformacji – znajdują więc one zastosowanie

m.in. w precyzyjnie sterowanych generatorach fal mechanicznych.

8.2.2. Piezodiagnostyka w konstrukcjach prętowych

Przyk lady oraz eksperyment zaprezentowane w niniejszej pracy dotyczyć będą kon-

strukcji prętowych, zatem skupimy się teraz na dok ladniejszym omówieniu zagadnienia

piezodiagnostyki dla tego typu ustrojów. Modelowanie oddzia lywania elementów piezo-

elektrycznych w konstrukcjach omówiono m.in. w pracach [43, 44].

Rys. 8.1. Belka z piezo-sensorem.

Rozpatrzmy belkę, na którą naklejony jest sensor wykonany z materia lu piezoelek-

trycznego (rys. 8.1). Odczyt (czyli  ladunek elektryczny) na sensorze zależy zarówno od

odkszta lceń pod lużnych jak i zgięciowych belki pod sensorem:

Qp =

∫

Lp

cp

[

ǫx(x) + yp κz(x)
]

dx = cp

[ ∫

Lp

ǫx(x) dx + yp

∫

Lp

κz(x) dx

]

. (8.1)
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W powyższej formule cp oznacza charakterystykę piezoelektryczną piezo-sensora, (zależną

od jego wymiarów i oczywíscie materia lu piezoelektrycznego, z którego zosta l wykonany),

natomiast yp to odleg lość pomiędzy osią belki a osią naklejonego na nią piezo-sensora,

o d lugości Lp. Sensor jest zazwyczaj cienką p lytką piezo-ceramiczną, naklejoną na po-

wierzchnię belki – za jego charakterystykę możemy wtedy przyjmować iloczyn jego gru-

bości i szerokości oraz sta lej piezoelektrycznej materia lu. Grubość jest na tyle znikoma

w porównaniu z pozosta lymi wymiarami, że jej zmiana wynikająca z odkszta lcenia senso-

ra w żaden istotny sposób nie wp lywa na sumaryczną zmianę objętości sensora, która jest

odpowiedzialna za wartość odczytu. W przypadku sensorów na elementach prętowych

w jawny sposób nie uwzględniamy również zmiany szerokości, jako będącej pochodną

istotnej zmiany d lugości sensora, powsta lej w wyniku odkszta lcenia pręta. Przyjmujemy

przy tym, że szerokość piezo-sensora jest raczej wyraźnie mniejsza od jego d lugości.

W ostatnim cz lonie wzoru (8.1) przyjęto, że cp oraz yp są sta le względem wspó lrzęd-

nej x. Postulując, że cp = cp(x) 6= const możemy uwzględniać zmienną szerokość sensora

piezoelektrycznego naklejonego na belkę. Oczywíscie w praktyce szerokość sensora powin-

na być sta la. Natomiast yp = yp(x) 6= const oznacza, że zmienna jest wysokość przekroju

belki pod sensorem.

Przyjmijmy następujące oznaczenia

ǫ̃x
def
=

∫

Lp

ǫx(x) dx, κ̃z
def
=

∫

Lp

κz(x) dx, (8.2)

i zauważmy, że ǫ̃x opisuje tę część ca lkowitej zmiany d lugości sensora, która pochodzi od

osiowego rozciągania (ściskania) fragmentu belki, zaś iloczyn yp κ̃z określa część, która

jest wynikiem zginania belki. Wzór (8.1) zapisujemy teraz w postaci:

Qp = cp

(
ǫ̃x + yp κ̃z

)
. (8.3)

Rozpatrzmy dwa skrajne przypadki.

• Jeśli ǫ̃x ≫ yp κ̃z, to:

Qp ≃ cp ǫ̃x. (8.4)

Sytuacja ta w praktyce zachodzi wtedy, gdy odkszta lcenia krzywiznowe są pomijal-

nie mniejsze od odkszta lceń osiowych. Występować ona może w tych elementach

konstrukcji, które przy danym sposobie obciążenia są g lównie rozciągane, bądź

ściskane. Najczęściej zresztą elementy te powinny być traktowane w modelu ma-

tematycznym jak pręty kratowe (o ile oczywíscie nie powoduje to geometrycznej

zmienności), dla których odkszta lcenia krzywiznowe są a priori zerowe. Czasem

jednak z jakís przyczyn mogą interesować nas w laśnie tylko odkszta lcenia osio-

we elementu, który podlega również znaczącej deformacji zgięciowej. Można wtedy

doświadczenie przeprowadzać w ten sposób, że na element ten naklejone są dwa

identyczne piezo-sensory, symetrycznie do jego górnych i dolnych w lókien. Średnia

arytmetyczna z odczytów uzyskanych z obu tych sensorów będzie proporcjonalna

do ca lkowitych odkszta lceń osiowych tego elementu, czyli:

Qpg + Qpd

2
= cp ǫ̃x, (8.5)
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gdzie Qpg, Qpd to odczyty na (odpowiednio) górnym i dolnym sensorze. Zatem jak

widać istotny jest wtedy sumaryczny odczyt z obu sensorów, co zresztą można  latwo

zrealizować już na poziomie urządzeń mierniczych.

• Często ǫ̃x ≪ yp κ̃z – wtedy:

Qp ≃ cp yp κ̃z. (8.6)

Iloczyn cp yp tworzy jedną sta lą proporcjonalności pomiędzy  ladunkiem elektrycz-

nym, a zmianą d lugości sensora wynik lą z odkszta lceń krzywiznowych belki. Widać

zatem, że w praktyce odczyt na sensorze jest proporcjonalny do krzywizny belki.

Ta sytuacja dosyć często występuje w praktyce, tzn. w wielu konstrukcjach ramo-

wych występują elementy, których skrajne w lókna są rozciągane i ściskane g lównie

w wyniku zginania, a odkszta lcenia osiowe są przynajmniej kilkaset razy mniej-

sze45). Dwa identyczne piezo-sensory naklejone symetryczne do górnych i dolnych

w lókien belki pozwalają na rejestrację ca lkowitej zmiany krzywizny fragmentu belki

z sensorami, jeśli skorzystamy ze wzoru:

Qpg − Qpd

2
= cp yp κ̃z. (8.7)

Oczywíscie w praktyce d lugość sensora jest zwykle dużo mniejsza niż d lugość ele-

mentu belkowego, Lp ≪ Lbelki, i rezultaty otrzymane z pomiarów można interpre-

tować jako proporcjonalne do średniej krzywizny w punktach osi belki po lożonych

w lokalizacji sensora.

8.2.3. Wyznaczanie odczytu piezo-sensorów w modelu MES

Przedstawione powyżej zależności ilustrują co tak naprawdę oznaczają pomiary otrzy-

mane z eksperymentu, a więc w jaki sposób można je interpretować. Zazwyczaj wyniki

eksperymentalne potrzebne są do weryfikacji wyników otrzymanych z modelu numerycz-

nego konstrukcji. Zajmiemy się więc teraz tym w jaki sposób korzystać z obliczeń mode-

lu MES w celu wyznaczenia odczytów z piezo-senosrów naklejonych na elementy ramowe.

Przyjmować przy tym będziemy prosty model relacji konstrukcja – sensor, w którym ca l-

kowicie pomijać będziemy fakt występowania senora i jego wp lywu na konstrukcję. Taki

model jest usprawiedliwiony m.in. niewielkimi wymiarami sensora.

Przyjmijmy dla uproszczenia, że pod sensorem piezoelektrycznym znajduje się N ele-

mentów skończonych46), e = 1, . . . , N , czyli d lugość sensora wynosi Lp =
∑N

e=1 L(e), tak

jak to przedstawiono na rys. 8.2. Ca lka odkszta lceń osiowych elementów pod sensorem

45) Przypomnijmy, że na tej obserwacji bazuje klasyczna Metoda Przemieszczeń, która przyjmuje

upraszczające za lożenie osiowej nieścísliwości elementów. Metoda ta daje zadowalająco dok ladne wyniki

dla ram, w których liczba prętów kratowych jest znacząco mniejsza niż liczba pozosta lych elementów

pracujących g lównie w stanie zgięciowym.
46) W praktyce podzia l konstrukcji na elementy skończone można  latwo dostosować tak, aby ten postulat

by l spe lniony.
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Rys. 8.2. Elementy skończone z piezo-sensorem.

jest równa:

ǫ̃x =

∫

Lp

ǫx(x) dx =

N∑

e=1

∫

L(e)

ǫ(e)
x (x) dx =
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2
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natomiast ca lka krzywizny wynosi:

κ̃z =

∫

Lp

κz(x) dx =
N∑

e=1

∫

L(e)

κ(e)
z (x) dx =

N∑

e=1

L(e)

2
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e=1

(

ϕ
(e)
2 − ϕ

(e)
1

)

= ϕ
(N)
2 − ϕ

(1)
1 . (8.9)

W powyższych rachunkach zastosowano definicje (3.50)-(3.52) oraz skorzystano z nastę-

pujących zależności

u
(e)
2 = u

(e+1)
1 , ϕ

(e)
2 = ϕ

(e+1)
1 , e = 1, . . . , (N − 1). (8.10)

Jak widać rezultaty przeprowadzonego ca lkowania nie zależą od ilości elementów pod

sensorem, a tylko od różnic pomiędzy obrotami i przemieszczeniami skrajnych węz lów.

Wyprowadzone do tej pory formu ly dotyczą zarówno statyki jak i dynamiki. Oczywi-

ście w praktyce o wiele większe zastosowanie ma piezodiagnostyka propagacji fal spręży-

stych w uk ladach dynamicznych. W przypadku dynamiki wyprowadzone wzory zachowują

swą aktualność, przy czym wszystkie występujące w nich wielkości opisujące odkszta lce-

nia, przemieszczenia, czy  ladunek elektryczny na piezo-senosrze są teraz funkcjami czasu.

Zatem wzór (8.3), po uwzględnieniu dodatkowo (8.9) i (8.8), przyjmuje postać

Qp(t) = cp

(

ǫ̃x(t) + yp κ̃z(t)
)

= cp

[

u
(N)
2 (t) − u

(1)
1 (t) + yp

(

ϕ
(N)
2 (t) − ϕ

(1)
1 (t)

)]

, (8.11)

Propagacja fali pod lużnej i giętnej jest różna – fale te rozchodzą się z różnymi prędko-

ściami. Zwykle więc odczyt na piezo-sensorze zależy od odkszta lceniowej funkcji przej́scia
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tylko jednego rodzaju. Zatem w przypadku pomiaru tylko odkszta lceń osiowych wyko-

rzystujemy następującą wzoru

Qp(t) = cp ǫ̃x(t) = cp

(

u
(N)
2 (t) − u

(1)
1 (t)

)

, (8.12)

natomiast odczyt zmiennych w czasie odkszta lceń krzywiznowych obliczamy wed lug for-

mu ly

Qp(t) = cp yp κ̃z(t) = cp yp

(

ϕ
(N)
2 (t) − ϕ

(1)
1 (t)

)

. (8.13)

8.3. Zagadnienie identyfikacji defektów

8.3.1. Koncepcja identyfikacji defektów oparta na analizie propagacji fali

sprężystej

Proponowane podej́scie do problemu identyfikacji defektów bazuje na zaprezentowa-

nej koncepcji piezodiagnostyki. Na konstrukcję na lożona jest siatka sensorów piezoelek-

trycznych, które odczytują funkcję przej́scia, a więc pozwalają na rejestrację propagacji

fali sprężystej wzbudzonej w uk ladzie. Te same piezo-sensory mogą również s lużyć jako

piezo-aktywatory47) precyzyjnie realizujące wymuszenia w różnych miejscach konstrukcji,

dla sygna lów o różnych postaciach, częstotliwościach itd. Zauważmy, że zagadnienie (efek-

tywnego i oszczędnego) rozmieszczenia piezo-sensorów zależy od wielu różnych czynników

i stanowi problem sam w sobie – nie będziemy się więc tutaj nim zajmować. W wielu

przypadkach jednak praktyczną powinna okazać się siatka o dość regularnej budowie.

Rozchodzenie się fali sprężystej w konstrukcji zależy od jej budowy, od jej często-

ści i postaci drgań w lasnych, jak również oczywíscie od postaci sygna lu wymuszającego.

Zak ladamy, że znana jest funkcja wzbudzająca falę48). Analiza otrzymanych funkcji przej-

ścia powinna prowadzić do określenia miejsca i przybliżonej intensywności ewentualnych

defektów.

Przyjmujemy prosty model uszkodzenia, uznając, iż defekt jest tożsamy z obniże-

niem odpowiednich parametrów sztywności elementu konstrukcji. Parametry skojarzone

ze zmianą (obniżeniem) sztywności elementów konstrukcji, w których dopuszczamy moż-

liwość wystąpienia wykrywalnego defektu sk ladają się na wektor defektów, λ =
[
λs

]
.

W poprzednich rozdzia lach pokazalísmy, że istnieje jednoznaczny związek pomiędzy zmia-

ną sztywności, a dystorsją wirtualną, zatem wp lyw defektów na konstrukcję można mo-

delować dystorsjami nie zmieniając pierwotnego modelu konstrukcji.

Funkcja celu problemu identyfikacji zależeć będzie od różnicy pomiędzy funk-

cjami przej́scia: doświadczalną oraz obliczoną przy wykorzystaniu modelu MES. Parame-

trami sterującymi będą sk ladowe wektora defektów, λs. Identyfikacja uszkodzeń polegać

47) Zwykle wzbudzenie w rzeczywistej konstrukcji dobrze rejestrowalnej fali sprężystej wymaga dostar-

czenia energii większej niż ta, którą dysponujemy wykorzystując naklejony piezoelektryk. Stosuje się więc

często specjalne piezo-aktywatory ze wzmocnieniem, bądź też aktywatory nie korzystające z materia lów

piezoelektrycznych.
48) Wybór odpowiedniego sygna lu wzbudzającego stanowi jeden z kluczowych problemów dla zagadnie-

nia identyfikacji.
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będzie na minimalizacji funkcji celu ze względu na sk ladowe wektora defektów, przy czym

optymalizacja ta opierać się będzie na analitycznych formu lach na gradient funkcji celu,

otrzymanych dzięki zastosowaniu MIDW.

8.3.2. Funkcja celu problemu identyfikacji

Funkcję celu problemu identyfikacji defektów definiujemy jako średnią, kwadratową

miarę z odleg lości pomiędzy funkcjami przej́scia otrzymanymi z eksperymentu przepro-

wadzonego na rzeczywistej konstrukcji oraz z obliczeń wykonanych na modelu numerycz-

nym:

fident(λ) =
∑

α

∑

t

[
fα(t, λ) −

M

fα(t)
]2

, λ ∈ L. (8.14)

W powyższej formule
M

fα(t) oznacza wyniki uzyskane z eksperymentu (piezodiagnosty-

ka), natomiast fα(t, λ) to funkcje przej́scia obliczane na podstawie modelu numerycz-

nego (algorytmy MES+MIDW). Ilośc tych funkcji zależy od liczby sensorów, na których

odczytywane są funkcje przej́scia. Funkcje przej́scia obliczane numerycznie zależą od wek-

tora λ = [λs] grupującego parametry potencjalnych defektów i stanowiącego w związku

z tym wektor parametrów funkcji celu. Na parametry te na lożone są ograniczenia,

które wyznaczają zbór L, i które definiować zwykle będziemy w następujący sposób:

λ = [λs] ∈ L ⇐⇒ λs ∈ 〈λmin
s , λmax

s 〉, (8.15)

przy czym często przyjmować możemy

λmin
s = 0, λmax

s = 1, (8.16)

na przyk lad, gdy defekt modelujemy jako obniżenie modu lu Younga dla materia lu ele-

mentu:

λs = 1 −
Ê(s)

E(s)
. (8.17)

Rozróżniamy przy tym dwa skrajne przypadki:

• λs = 0 – oznacza, iż w elemencie s defekt w ogóle nie wystepuje49),

• λs = 1 – oznacza, że element uleg l na tyle poważnemu uszkodzeniu, że nie może już

przenosić żadnych naprężeń i zosta l niejako ca lkowicie wyeliminowany z konstruk-

cji50).

Funkcja identyfikacji (8.14) spe lnia za lożenia podane w rozdziale 7 i jest prostym

przyk ladem funkcji o postaci (7.4), przy czym sk ladowe wektora zależnego od chwilowych

stanów konstrukcji definiujemy oczywíscie jako:

Ft(λ) =
∑

α

[
fα(t, λ) −

M

fα(t)
]2

. (8.18)

49) W praktyce brak defektu będziemy utożsamiać z rezultatem λ ≈ 0, eliminując w ten sposób wp lyw

b lędów metody i pomiarów. Dok ladne zdefiniowanie tego przybliżenia stanowić będzie oczywíscie istotny

problem, zależny od konkretnej konstrukcji, wyników pomiarów, branych pod uwagę defektów i strategii

ich identyfikacji.
50) Czasem będzie można tak uznać dla λs ≈ 1 (patrz poprzedni przypis), oczywíscie o ile nie powoduje

to zamiany konstrukcji w mechanizm.
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Gradient funkcji celu problemu identyfikacji ma zatem prostą postać:

∂fident(λ)

∂λs

= 2
∑

α

∑

t

[
fα(t, λ) −

M

fα(t)
]∂fα(t, λ)

∂λs

, (8.19)

skąd widać, że istotę obliczeń stanowić będzie wyznaczenie gradientu funkcji przej́scia.

Potrzebne również będą wartości funkcji przej́scia, które jednak można obliczyć prawie

bez dodatkowych kosztów numerycznych w trakcie obliczania ich gradientu.

8.3.3. Algorytm identyfikacji defektów

Algorytm identyfikacji ma postać iteracyjną: w kolejnych iteracjach wyznacza się pew-

ną przybliżoną wartość wektora defektów, która w zasadzie powinna być bliższa poszuki-

wanego rozwiązania, niż wartości z iteracji wcześniejszych. Sposób obliczania tej wartości

opiera się na tzw. metodzie “największego spadku”. Mając w i-tej iteracji wektor defektów

(którego sk ladowe są również parametrami funkcji celu) oraz obliczony dla niego gradient

funkcji celu, sk ladowe wektora dla (i+1)-szej iteracji obliczamy wed lug formu ly podobnej

do poniższej:

λ(i+1)
s = λ(i)

s −

∂fident

∂λs

(λ(i))

max | grad|
∆, (8.20)

gdzie: max | grad| jest wielkością zależną zwykle od maksymalnej wartości z modu lów

wszystkich sk ladowych gradientu51) ∂fident

∂λ
(λ(i)), natomiast ∆ jest pewnym ma lym przy-

rostem (jego wielkością również można sterować, np. odpowiednio zmniejszając w kolej-

nych iteracjach). Widać zatem, iż wektor defektów jest zarazem wektorem parametrów

sterujących optymalizacją funkcji celu. Ogólny schemat każdej iteracji jest następujący:

• pobranie argumentu czyli wartości wektora defektów λ (w pierwszej iteracji inicju-

jące wartości na sk ladowe wektora defektów zwykle opisują brak uszkodzenia),

• obliczenie gradientu funkcji przej́scia oraz jej wartości w zadanym punkcie λ prze-

strzeni parametrów (dzięki algorytmowi opartemu na MIDW),

• wykorzystanie obliczonych wielkości do obliczenia gradientu funkcji celu,

• wykorzystanie obliczonego gradientu do wyznaczenia kolejnego przybliżenia (nowe-

go punktu λ) – stosując podej́scie oparte na metodzie “największego spadku”,

• uwzględnienie ograniczeń na parametry funkcji celu, czyli ewentualna modyfikacja

niektórych parametrów tak, aby: λ ∈ L,

• sprawdzenie warunku na wartość funkcji celu i (w zależności od rezultatu) rozpo-

częcie nowej iteracji, bądź ewentualne zakończenie procesu.

Dodatkowo można stosować pewne strategie optymalizacyjne, zwiększające szybkość

i poprawiające zbieżność, jak, np.: kontrolowane zarządzanie wektorem defektów na ko-

lejnych krokach iteracji. W tym kontekście można zaproponować dwie metody postępo-

wania:

51) Można również przyjmować maksymalną spośród bezwzględnych wartości sk ladowych z pierwszej

iteracji, gdzie gradienty powinny być największe.
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1. ca lkowita eliminacja tych sk ladowych wektora defektów, które w dotychczasowych

iteracjach nie odbiega ly zbytnio od wartości początkowych – uznajemy, że w tych

lokalizacjach nie ma defektu i zmniejszamy liczbę sk ladowych wektora λ, a więc ob-

niżamy wymiar przestrzeni parametrów funkcji celu (schodzimy do podprzestrzeni

o mniejszym wymiarze), sk ladowe gradientu odpowiadające tym lokalizacją nie są

liczone,

2. przy obliczaniu gradientu kontrolowane przyjmowanie dla tych sk ladowych wartości

początkowych, tj. opisujących brak defektu, a więc brak modyfikacji, co efektywnie

wykorzystuje algorytm obliczania gradientu funkcji przej́scia (patrz paragraf 7.5.2)

– znajdujemy się na pewnej hiper-p laszczyźnie, ale nadal w pe lnej przestrzeni wek-

tora defektów (są liczone wszystkie sk ladowe gradientu i w razie potrzeby możemy,

np., przej́sć na inną hiper-p laszczyznę: prostopad lą lub o innym wymiarze).

Można oczywíscie stosować obie strategie jednocześnie (tzn. niektóre ze sk ladowych elimi-

nujemy ca lkowicie, dla innych zaś gradient obliczamy przyjmując w kolejnych iteracjach

wartości pierwotne, o ile odpowiadające im sk ladowe gradientu mają bezwzględne warto-

ści dużo mniejsze od modu lów pozosta lych sk ladowych).

8.4. Identyfikacja defektów na przyk ladzie wspornika krato-

wego

Przeprowadzono test numeryczny algorytmu wrażliwości MIDW w zadaniu identyfi-

kacji defektów wspornika kratowego przedstawionego na rys. 8.3, sk ladającego się z ele-

mentów o identycznym materiale i przekroju. Przyjęto, że kratownica jest wprowadzana

w drgania poprzez aktywatory umiejscowione na końcu wspornika (na elementach nr 39

i 40), generujące sinusoidalne wymuszenie o tym samym natężeniu, lecz o przeciwnych

fazach (rys. 8.3). Na elementach nr 21 i 22 umieszczone są sensory rejestrujące zmianę

d lugości tych prętów (tj. funkcje przej́scia w postaci odkszta lceń pod lużnych). Dla za-

danego wymuszenia funkcje przej́scia wyznaczono numerycznie najpierw dla przypadku

Rys. 8.3. Wspornik kratowy.
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konstrukcji bez uszkodzeń, a później dla kratownicy “uszkodzonej” – za lożono, że kilka

prętów pasa górnego i dolnego ma defekt obniżający ich sztywność, co zamodelowano

przypisując indywidualnie każdemu z tych elementów materia l o odpowiednio obniżo-

nym module Younga. Wielkość przyjętych defektów dla konkretnych elementów podano

w tablicy 8.1, lokalizację zaznaczono również na rys. 8.3, natomiast funkcje przej́scia “od-

czytane” z obu sensorów przedstawiono na rys. 8.4.

Tablica 8.1. Przyjęte wartości defektów w prętach kratownicy.

numer elementu : e = 10 15 24 27 29 36

zmiana sztywności : µ
(e)
EA = Ê(e)

E(e) = 0,8 0,7 0,6 0,6 0,7 0,5

wielkość defektu : 1 − µ
(e)
EA = 20% 30% 40% 40% 30% 50%

W postawionym zadaniu identyfikacji defektów przyjęto, że uszkodzeń poszukujemy

tylko w elementach obu pasów kratownicy – z wyjątkiem elementów z aktywatorami –

a więc w prętach o numerach od 1 do 38 (rys. 8.3). Proces identyfikacji wykorzystywa l

bazujący na MIDW algorytm wrażliwości sztywnościowej ustroju dynamicznego i by l

prostą realizacją metodologii opisanej w poprzednim paragrafie. W celach porównawczych

przeprowadzono w laściwie trzy niezależne procesy:

1. identyfikacja korzystająca z “odczytów” z sensora na elemencie nr 21,

2. identyfikacja korzystająca z “odczytów” z sensora na elemencie nr 22,

3. identyfikacja wykorzystująca równocześnie funkcje przej́scia uzyskane z obu tych

sensorów.

W każdym z powyższych procesów identyfikacji defektów obliczenia przeprowadzono

w 16-tu iteracjach. Otrzymane wyniki zaprezentowano zbiorczo (w celu porównania) na

wykresach przedstawionych na rys. 8.5. Analiza tych wykresów prowadzi do następujących

spostrzeżeń i prostych wniosków52):

• lepiej wypad la identyfikacja sensorem umieszczonym na elemencie nr 22 niż senso-

rem z elementu nr 21 (z uwagi na symetrię konstrukcji, rozmieszczenia sensorów

i sposobu wymuszenia, widać, że  latwo można otrzymać sytuację odwrotną),

• najbardziej zadawalające rezultaty są oczywíscie w przypadku identyfikacji wy-

korzystującej oba sensory, chociaż lokalizacja uszkodzeń pojedynczym sensorem

z elementu nr 22 nie odbiega znacznie od tych wyników (zw laszcza w przypadku

defektów w pasie górnym),

• identyfikacja defektów (nawet w przypadku wykorzystania dwóch sensorów) nie jest

ca lkowicie precyzyjna – zwykle na sąsiednich elementach wykazywane są fa lszywe

uszkodzenia o niewielkiej intensywności, natomiast w miejscach “rzeczywistej” lo-

kalizacji wykazywana jest zwykle nieco mniejsza intensywność uszkodzenia,

52) Szereg podobnych testów numerycznych, jak również opisany dalej eksperyment pozwoli ly wysnuć

pewne ogólne wnioski dotyczące prezentowanego podej́scia do problemu identyfikacji uszkodzeń. Znaleźć

je można na końcu tego rozdzia lu (patrz: podrozdzia l 8.6).
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Funkcje przej ścia :  odkształcenia pr ęta nr 21
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Rys. 8.4. Funkcje przej́scia dla kratownicy bez defektów oraz z odpowiednio zamodelowanymi

uszkodzeniami (tzw. “odczyty” z sensorów na elementach nr 21 i 22).
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Rys. 8.5. Zidentyfikowane defekty w prętach pasów wspornika kratowego. Na każdej po-

zycji odpowiadającej elementowi z górnego lub dolnego pasa kratownicy wykazano wielkości

uszkodzeń zidentyfikowane niezależnie przez każdy z trzech procesów identyfikacji. Pokazano

również “prawdziwe” wartości zamodelowanych numerycznie defektów.
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Rys. 8.6. Histogram procesu identyfikacji defektów wspornika kratowego (identyfikacja z dwo-

ma sensorami).
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Rys. 8.7. Funkcja celu oraz sk ladowe jej gradientu wyznaczone w kolejnych iteracjach procesu

identyfikacji defektów wspornika kratowego. Przedstawiono trzy funkcje celu dla trzech nieza-

leżnych identyfikacji: z sensorem na elemencie nr 21, z sensorem na elemencie nr 22, oraz przy

wykorzystaniu obu tych sensorów naraz. Natomiast sk ladowe gradientu funkcji celu dotyczą

tylko procesu identyfikacji z dwoma sensorami. Wartości na wykresach są przeskalowane przez

odpowiednią dla nich maksymalną wartość otrzymaną w pierwszej iteracji.
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• uszkodzenia powodujące niewielkie, kilkuprocentowe obniżenie sztywności mogą być

– przy obecności defektów o znacznie większej intensywności – trudne do ziden-

tyfikowania (jako s labo rozróżnialne od opisanego w poprzednim punkcie efektu

“rozmycia”).

Rysunek 8.6 prezentuje histogram identyfikacji defektów wykorzystującej funkcje

przej́scia z obu sensorów, natomiast na rys. 8.7 pokazano (znormalizowane) wykresy

zmienności funkcji celu w kolejnych iteracjach dla wszystkich trzech procesów identyfika-

cji. Na rysunku tym przedstawiono również sk ladowe gradientu funkcji celu wyznaczone

w kolejnych iteracjach identyfikacji z dwoma sensorami.

8.5. Identyfikacja defektów w belce wspornikowej oparta na

funkcjach przej́scia uzyskanych doświadczalnie

8.5.1. Opis eksperymentu53)

Celem doświadczenia by lo uzyskanie odczytów funkcji przej́scia dla odpowiednio po-

budzonej do drgań sprężystej belki wpornikowej, przy czym mia ly zostać rozpatrzone dwa

przypadki:

1. konstrukcja pierwotna – tj. w za lożeniu bez defektu,

2. konstrukcja z odpowiednio spreparowanym uszkodzeniem symulującym korozję.

Odpowiedź konstrukcji uzyskana w pierwszym przypadku ma w za lożeniu s lużyć g lów-

nie weryfikacji modelu numerycznego wspornika, natomiast funkcja przej́scia otrzymana

dla przypadku belki uszkodzonej stanowić będzie podstawę dla – korzystającego z tego

modelu – numerycznego algorytmu identyfikacji defektów. Dobór sygna lu wymuszającego

drgania oraz wielkość defektu powinny warunkować istotną różnicę pomiędzy obu odczy-

tanymi funkcjami, co jest warunkiem niezbędnym dla powodzenia procesu identyfikacji.

Eksperyment zosta l przeprowadzony na p laskiej aluminiowej beleczce wspornikowej

o d lugości 922 mm i przekroju prostokątnym o wymiarach 20 mm × 5 mm. Moment bez-

w ladności przekroju belki (w p laszczyźnie zginania) wynosi zatem

Jz =
20 mm · (5mm)3

12
≈ 208 mm4.

Schemat belki przedstawiono na rys. 8.8. Przyjęto, że modu l Younga dla aluminium jest

równy 65 780 MPa, natomiast ciężar w laściwy wynosi 2710 kg/m3.

W odleg lości 191 mm od uwtierdzenia zamocowano na wsporniku piezo-aktywator54),

natomiast w odleg lości 225,5 mm od krawędzi swobodnego końca belki naklejono piezo-

sensor o d lugości 25 mm. Piezo-aktywator i piezo-sensor zilustrowano na rys. 8.9, nato-

miast ich dok ladne usytuowanie pokazano na schemacie 8.8.

Piezo-aktywator zosta l przymocowany do belki za pomocą specjalnego sztywnego,

stalowego uchwytu, przy czym  lączna masa ca lego wzbudnika (tj. piezo-aktywatora wraz

53) Eksperyment przeprowadzono w ramach projektu “Piezodiagnostics”, będącego częścią V-go Pro-

gramu Ramowego UE. Pomiary wykona la A. Or lowska.
54) Zastosowano Amplified Piezo Actuator APA 100M firmy CEDRAT TECHNOLOGIES.
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Rys. 8.8. Aluminiowa belka wspornikowa.

(a) (b)

Rys. 8.9. (a) Wzbudnik z piezo-aktywatorem. (b) Piezo-sensor.

z uchwytem) wynios la 60 g. Wzbudnik wywo lywa l w belce falę giętną (odkszta lcenia

związane z propagacją fali pod lużnej są ca lkowicie pomijalne). Wymuszenie mia lo postać

sygna lu sinusoidalnego (patrz dalej: rys. 8.13, str. 149) o okresie ok. 7,5 ms, co oznacza

częstotliwość ok. 130 Hz, a więc (jak sprawdzono doświadczalnie i potwierdzono nume-

rycznie) bliską czwartej częstości drgań w lasnych wspornika. Po tym czasie jednak sygna l

zanika l, natomiast ca lkowity czas analizy wynosi l 24 ms. Wykonano pomiar funkcji przej-

ścia, który należy interpretować jako funkcję zmiany w czasie krzywizny belki w miejscu

naklejenia sensora. Pomiar powtarzano wielokrotnie, a wiarygodny rezultat stanowi śred-

nia arytmetyczna z wszystkich pomiarów (rys. 8.13, str. 149).

Przyjęto, że defekt ma mieć charakter korozji, rozumiejąc przez to, że powinien

w istotny sposób wp lywać tylko na (lokalne) cechy sztywnościowe i wytrzyma lościowe

konstrukcji, natomiast w pomijalnie ma lym stopniu wp lywać na zmianę masy. Pomi-

jamy również wp lyw defektu na zmianę t lumienia, co jednak nie powinno wprowadzać

dodatkowych problemów w związku z faktem, iż czas propagacji jest na tyle krótki, że

uwzględnianie t lumienia w ogóle nie jest w ogóle istotne (co sprawdzono). Reasumu-

jąc, dopuszczalne są tylko uszkodzenia, których powstanie oznacza, iż spe lnione są dwa

następujące postulaty:

• wyraźne, lokalne obniżenie sztywności,

• brak istotnego ubytku masy.
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Uznano, iż symulacja uszkodzenia tego typu może mieć postać regularnych, wąskich na-

cięć umiejscowionych symetrycznie względem osi g lównej, poprzecznie w dolnym i górnym

licu belki55). Nacięcia takie zmniejszają lokalnie efektywny przekrój belki, a zw laszcza jego

moment bezw ladności, nie powodując przy tym istotnego ubytku masy.

Zatem w odleg lości od 479 mm do 505 mm mierząc od krawędzi swobodnego końca

wspornika – a więc na d lugości 26 mm – wykonano w poprzek belki przez ca lą jej szerokość

12 par symetrycznych nacięć (każde o szerokości nie większej niż 0,5 mm i g lebokości

ok. 0,5 mm). Wygląd uszkodzenia oraz jego usytuowanie przedstawiono na rys. 8.10 i 8.11.

Rys. 8.10. Symulowany defekt.

Rys. 8.11. Rozmiar i umiejscowienie defektu.

Sumaryczna g lębokość nacięcia dla każdej pary wynios la oko lo 1 mm, a więc można

uznać, że efektywna wysokość przekroju w tym miejscu zmniejszy la się do ok. 4 mm.

Oznacza to, że moment bezw ladności przekroju w miejscu uszkodzenia można szacować

jako równy

Jdef
z ≈

20 mm · (3 mm)3

12
≈ 107 mm4 ≈ 51 % · Jz,

co z kolei oznacza, że lokalnie sztywność zgięciowa uleg la mniej więcej po lowicznemu

zmniejszeniu. Dla tak uszkodzonej belki ponownie wykonano pomiary otrzymując funkcję

55) W warunkach doświadczalnych zdecydowano się na wykonanie nacięć symetrycznych po obu stro-

nach belki w celu zachowania symetrii efektywnego przekroju względem osi zginania, czyli utrzymania

po lożenia osi obojętnej. Należy jednak sądzić, że powstanie defektu tylko po jednej stronie zaburzy loby

otrzymywane wyniki w sposób nieporównywalnie mniejszy od b lędów pomiarowych.
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przej́scia, która w niewielki, ale istotny sposób różni la się od wyniku uzyskanego dla belki

nieuszkodzonej56). Funkcje te przedstawiono na rys. 8.13 (str. 149).

8.5.2. Model numeryczny

Wykorzystany w doświadczeniu wspornik jest konstrukcją, która ze względu na swą

prostotę jak również cechy geometryczne (proporcje) oraz istotę rozpatrywanego zagad-

nienia, może i powinna być modelowana przy wykorzystaniu dwuwymiarowych belkowych

elementów skończonych. Bardziej skomplikowany model MES (np. wykorzystujący ele-

menty tarczowe lub p lytowe, czy też precyzyjnie modelowany wzbudnik) jest niepotrzeb-

ny, gdyż otrzymane rezultaty będą z dużą dok ladnością odpowiadać wynikom uzyskanym

z modelu belkowego. Zastosowano zatem p laskie elementy ramowe, przy czym model

samej belki sk lada się z 61 elementów o d lugości nieprzekraczającej 19 mm, natomiast

wzbudnik z 8-miu (z czego 6 przypada na uchwyt, zaś 2 na piezo-aktywator). Przyjęta

dyskretyzacja zapewnia wystarczająco dobrą dystrybucję masy57) oraz dobrą realizację

po lączeń wzbudnik – belka. Schemat modelu MES wspornika zaprezetowano na rys. 8.12.

Rys. 8.12. Model MES wspornika.

Elementy nr 45 i 46 zamodelowano tak, aby pokrywa ly się z lokalizacją 25 milimetro-

wego sensora. Odczyt na sensorze opisuje sumaryczną zmianę krzywizny tego fragmentu

belki. Zgodnie ze wzorem (8.13) jest on proporcjonalny do różnicy pomiędzy obrotami

skrajnych węz lów, a więc:

Qp(t) ∼ ϕ
(46)
2 (t) − ϕ

(45)
1 (t).

Sta lą tej proporcjonalności nie określalísmy deterministycznie (tj. z obliczenia cp yp), lecz

wyznaczylísmy z porównania funkcji przej́scia, obliczonej dla modelu MES (która nb.

stanowić będzie punkt startowy identyfikacji), z funkcją otrzymaną doświadczalnie przed

uszkodzeniem (nacięciem) belki. Obliczenia wspó lczynnika skalującego opiera ly się na

minimalizacji różnicy pomiędzy wartościami obu funkcji w kolejnych chwilach dyskretnej

56) Niestety pojawi l się problem nieuzasadnionego przeskalowania późniejszych odczytów, wynikającego

ze zmiany (wraz z up lywem czasu) w laściwości żywicy, którą wykorzystano do przyklejenia sensora.
57) Zw laszcza, że w analizie dynamicznej wykorzystywana będzie konsystentna (a nie diagonalna) ma-

cierz bezw ladności.
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przestrzeni czasowej. Zauważmy, że (z uwagi na liniową zależność funkcji przej́scia od

obciążeń dynamicznych) wyznaczenie w ten sposób jednego wspó lczynnika skalującego

zwolni lo nas z konieczności weryfikowania nie tylko charakterystyki piezo-sensora, ale

również natężenia (maksymalnej amplitudy) si ly oddzia lywania piezo-aktywatora.

8.5.3. Identyfikacja

Rysunek 8.13 prezentuje funkcje przej́scia otrzymane z eksperymentu dla przypadków:

konstrukcji początkowej (tj. nieuszkodzonej) oraz konstrukcji z defektem, jak również

funkcje przej́scia obliczone na modelu numerycznym:

• dla modelu początkowego, stanowiącego inicjujący punkt dla procesu identyfikacji,

oraz

• dla modelu, w którym uwzględniono zidentyfikowane uszkodzenia (po zakończeniu

procesu identyfikacji).

Należy zauważyć, że numeryczna funkcja przej́scia uzyskana z modelu, w którym uwzględ-

niono zidentyfikowane defekty, dąży do funkcji przej́scia, którą otrzymano z doświadczenia

przeprowadzonego na (rozmyślnie) uszkodzonym wsporniku. Na rys. 8.13 przedstawiono

również postać sygna lu wymuszającego.

Identyfikację przeprowadzono wykorzystując oprogramowanie MES+MDW
58) stworzone

od podstaw w języku Java. Za lożono, że ewentualne, identyfikowalne defekty mogą wy-

stępować jedynie na fragmencie wspornika pomiędzy wzbudnikiem, a sensorem. Fragment

ten zamodelowano za pomocą 25-ciu belkowych elementów skończonych o jednakowej

d lugości 18,56 mm (elementy nr 20÷44, rys. 8.12). Proces identyfikacji mia l 16 iteracji.

Rezultaty zamieszczono na rys. 8.14, gdzie zaznaczono również po lożenie rzeczywistego

defektu, który pokrywa ca ly element 31 i mniej niż po lowę elementu 30. Histogram pro-

cesu identyfikacji prezentuje rys. 8.15, natomiast na rys. 8.16 pokazano (unormowane)

wartości funkcji celu oraz sk ladowych jej gradientu dla kolejnych iteracji procesu identy-

fikacji uszkodzeń.

Otrzymane w wyniku identyfikacji rezultaty są “rozmyte” na 8 elementów z maksy-

malnymi wykazanymi uszkodzeniami przypadającymi na elementy pokrywające się z lo-

kalizacją rzeczywistego defektu (rys. 8.14). Powodem tego jest fakt, iż dla sygna lu wymu-

szającego o przyjętej częstości, wykres funkcji celu jest względnie bardzo “p laski” w dość

dużym obszarze stanowiącym sąsiedzctwo rozwiązania dok ladnego: sprawdzono, że funk-

cja przej́scia dla modelu z defektem na 8-miu elementach w znikomym stopniu różni się

od funkcji przej́scia otrzymanej dla modelu z defektem o odpowiednio większej intensyw-

58) Program jest obiektową realizacją MES dla mechaniki konstrukcji. Jeden z podpakietów programu

stanowią klasy przeznaczone dla MDW (w tym MIDW). Oprócz standardowych klas języka Java wyko-

rzystane zosta la biblioteka numeryczna Colt – an Open Source Library for High Performance Scientific

and Technical Computing in Java (http://cern.ch/hoschek/colt), pozwalająca na bardzo efektyw-

ne programowanie z wykorzystaniem tablic wielowymiarowych (multidimensional arrays). Bez żadnych

dodatkowych zabiegów program może być wykorzystywany z poziomu programu MATLAB, w którym

dopisano procedury związane z aspektem wizualnym (wizualizacja modelu konstrukcji, w tym konstrukcji

odkszta lconej, animacja drgań itp.).
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otrzymaną w pierwszej iteracji).



8.6. Wnioski 151

ności, ale roz lożonym np. tylko na czterech, trzech czy wreszcie tylko dwóch elementach

(tu przyjmowano intensywność defektu 50% na elemencie 31 i nieco mniejszą na elemen-

cie 30). Różnice pomiędzy tymi funkcjami są prawie niezauważalne i o wiele mniejsze

niż różnica względem doświadczalnych funkcji przej́scia obarczonych przecież istotnymi

b lędami pomiarowymi (wynikającymi g lównie z zastosowania nieodpowiedniego środka

do przyklejenia sensora).

8.6. Wnioski

G lówny problem identyfikacji defektów opartej na gradientowej analizie zmiany pro-

pagacji fali sprężystej polega na skomplikowanej, nieregularnej postaci funkcji celu (zdefi-

niowanej w tym rozdziale), która posiada lokalne minima, “p laskie obszary” itp. Postać ta

zależy (oprócz sposobu uszkodzenia konstrukcji) od wielu czynników takich jak rozmiesz-

czenie sensorów, czy postać sygna lu wzbudzającego. Z tego powodu niezbędne staje się

zastosowanie strategii wspomagających. Przeprowadzone testy numeryczne oraz opisany

powyżej eksperyment potwierdzają te konstatacje i pozwalają sformu lować przedstawione

poniżej wnioski dotyczące zaprezentowanego podej́scia do problemu identyfikacji uszko-

dzeń i pomocne w opracowaniu bardziej zaawansowanych strategii identyfikacji.

• Szanse identyfikacji ogromnie zależą od postaci sygna lu wymuszającego. Sygna l po-

winien wzbudzać drgania związane z szerokim spektrum częstości w lasnych ustroju,

gdyż różne defekty (i ich kombinacje) modyfikują w istotny sposób wiele różnych

częstości w lasnych uk ladu.

• Wielkość możliwych do zidentyfikowania defektów silnie zależy od przyjętego spek-

trum częstotliwości sygna lu wymuszającego, które z zasady nie powinny być zbyt

niskie. Jest tak dlatego, że ma le, lokalne defekty wp lywają na wyższe częstości

w lasne konstrukcji.

• Podej́scie oparte na analizie jednocześnie kilku (kilkunastu) funkcji przej́scia otrzy-

manych dla sygna lów wymuszających o różnych częstościach (przeczesywanie czę-

stotliwości) z pewnością zwiększy szanse i dok ladność procesu identyfikacji i jest

 latwe do zrealizowania.

• Na podobnej zasadzie szanse identyfikacji wzrosną, gdy będziemy stosować odpo-

wiednio modelowane sygna ly wymuszające (np. w postaci liniowej kombinacji wielu

funkcji sinus o okresach odpowiadających różnym częstościom w lasnym konstrukcji

itd.). Postać wymuszenia powinna wzbudzać drgania uk ladu związane z szerokim

spektrum jego częstości w lasnych.

• Zwiększenie liczby sensorów jest niezbędne dla bardziej rozleg lych konstrukcji. Wią-

że się z tym również istotne zagadnienie efektywnej lokalizacji sensorów.

• Uszkodzenia mogą zostać w miarę poprawnie zlokalizowane nawet przy znacznych

b lędach pomiarowych, o ile b lędy te dotyczą g lównie amplitudy funkcji przej́scia,

a nie jej widma.



ROZDZIAŁ 9
Podsumowanie

9.1. Wnioski końcowe

• Stanowiąca g lówny temat pracy oryginalna Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtual-

nych jest wynikiem zastosowania metody impulsowej funkcji przej́scia do koncepcji

dystorsji wirtualnych (znanej z wielu zastosowań w statyce).

• Dystorsje wirtualne w MIDW są funkcjami zależnymi od czasu i jako takie s lużą

do modelowania modyfikacji parametrów sztywnościowych konstrukcji obciążonej

dynamicznie, przy czym pierwotny model ustroju nie ulega zmianie.

• Nie przedstawiono natomiast możliwości dystorsyjnego modelowania zmian masy,

co z pewnością stanowi istotne ograniczenie. Nie zajmowano się również modelowa-

niem zmian t lumienia, z uwagi na trudności w modelowaniu już samego zjawiska

t lumienia oraz fakt, że w przypadku problemów, w których można stosować MIDW

zwykle nie będzie ono odgrywa lo istotnej roli (ze względu na koszty numeryczne,

dla MIDW sugerowany jest raczej krótki czas analizy dynamicznej).

• MIDW można stosować do modelowania defektów w konstrukcjach prętowych, gdzie

rysy i pęknięcia zmniejszają efektywne pole przekroju elementu obniżając tym sa-

mym jego sztywność konstrukcyjną, a nie zmieniają w istotny sposób jego masy.

• Można ją również wykorzystywać do modelowania korozji, zw laszcza w początko-

wym stadium rozwoju, gdy nie nastąpi l jeszcze istotny ubytek masy.

• Omówiona idea identyfikacji defektów oparta na MIDW powinna wykorzystywać

również dodatkowe, zaawansowane techniki wspomagające. Strategie te można

153
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oprzeć na wykorzystaniu w jednym procesie identyfikacji ca lej gamy funkcji przej-

ścia otrzymanych dla wielu odpowiednio dobranych i modelowanych sygna lów

wzbudzających.

9.2. Oryginalne koncepcje oraz osiągnięcia pracy

• Samodzielnie opracowano zagadnienie i algorytmy metod dystorsyjnych dla kon-

strukcji sk ladającej się z dowolnych elementów skończonych (szczegó lowo rozpa-

trując przy tym przypadek elementu skończonego ramy p laskiej). Podano przepis

realizacji aspektu dystorsyjnego w dowolnym elemencie skończonym, możliwiający

korzystanie z wypracowanych, ogólnych procedur dystorsyjnych. Usystematyzowano

terminologię i opis zagadnienia dystorsji wirtualnych w ustrojach dyskretnych MES,

wprowadzając pojęcia lokalizacji dystorsyjnej i zbioru lokalizacji dystorsyjnych, ko-

rzystając z definicji liniowej funkcji odpowiedzi, wprowadzając rozróżnienie na od-

kszta lceniową i ogólną macierz wp lywu (z uwypukleniem ich ról).

• Wprowadzono i efektywnie oprogramowano prostą i dość oczywistą, ale bardzo

istotną koncepcję polegającą na pos lugiwaniu się dwoma niezależnymi, choć jedno-

znacznie skorelowanymi wielkościami: wektorem modyfikacji parametrów konstruk-

cyjnych oraz wektorem zmiany sztywności konstrukcji, co jest wygodniejsze i u la-

twi lo abstrakcyjną (tj. ogólną, niezależną od elementu skończonego) realizację algo-

rytmów dystorsyjnych, dostarczając przy tym dodatkowych możliwości (np. bardzo

naturalna realizacja koncepcji modelowania zbioru elementów).

• Opracowano oryginalną Metodę Impulsowych Dystorsji Wirtualnych pozwalającą

na stosowanie metod dystorsyjnych w zagadnieniach dynamiki dyskretnych uk ladów

liniowych. Zdefiniowano pojęcia impulsu dystorsji wirtualnej, dystorsji dynamicznej

oraz impulsowej macierzy wp lywu. W ramach prac nad MIDW między innymi:

– opracowano algorytm obliczania impulsowej macierzy wp lywu stanowiącej fun-

dament dla pozosta lych obliczeń,

– wyprowadzono równania pozwalające na efektywne obliczanie dystorsji dyna-

micznych modelujących modyfikację sztywnościową ustroju pod obciążeniem

dynamicznym.

• Na bazie MIDW sformu lowano ideę wykorzystania zależnych od czasu funkcji dys-

torsji wirtualnych (tj. dystorsji dynamicznych) dla analizy wrażliwości sztywnościo-

wej liniowego ustroju dynamicznego.

• Skonstruowano algorytm gradientowej analizy funkcji przej́scia oraz (wykorzystu-

jąc pewne szczególne w lasności) wprowadzono usprawnienia optymalizacyjne, które

w istotny sposób zwiększają efektywność przeprowadzanych obliczeń. Pokazano, że

istotę obliczeń stanowi gradient dystorsji dynamicznych.

• Określono klasę funkcji celu bazujących na zależności pomiędzy funkcją przej́scia,

a parametrami sztywnościowymi konstrukcji. Wykazano, że wyznaczenie gradientu

funkcji celu, spe lniającej podane postulaty, polega w zasadzie na obliczeniu analo-
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gicznego gradientu odpowiedniej funkcji przej́scia (wykorzystując wspomniany al-

gorytm).

• Stworzono od podstaw (w języku Java) efektywną, obiektowo-zorientowaną im-

plementację opracowanych metod i algorytmów opartą na (napisanym w tym ce-

lu) obiektowym programie MES dla mechaniki konstrukcji. Z pewnością po raz

pierwszy zrealizowano w pe lni obiektowe ujęcie metod dystorsyjnych – zarówno

statycznej, jak i impulsowej. Ca le oprogramowanie można bardzo efektywnie i wy-

godnie wykorzystywać w popularnym i uznanym programie MATLAB, gdzie m.in.

dopisano procedury związane z wizualizacją konstrukcji, animacją drgań dynamicz-

nych itp.

• Wykorzystano opracowane algorytmy w zagadnieniu identyfikacji defektów mode-

lowanych jako lokalna utrata sztywności konstrukcji. Stworzone oprogramowanie

wykorzystano w tym celu do analizy spowodowanego defektem zaburzenia propa-

gacji fali sprężystej.

• Pierwsze siedem rozdzia lów pracy stanowi spójną monografię dotyczącą algorytmów

i idei, które są fundamentalne dla Metody Dystorsji Wirtualnych i Metody Impul-

sowych Dystorsji Wirtualnych. W cytowanych publikacjach można znaleźć wiele

realizacji i pomys lów zastosowań MDW.
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