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Oznaczenia

Akronimy :

IMW — Impulsowa Macierz Wplywu

MDW — Metoda Dystorsji Wirtualnych

MES — Metoda Elementéw Skoriczonych

MIDW — Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych
MRS — Metoda Réznic Skoniczonych

Oznaczenia:

" — w przypadku odksztalceri, np.: €, oznacza dystorsje wirtualng (wstepna deformacje);
w przypadku parametréw konstrukcyjnych, np.: A, b, E, oznacza ich zmodyfikowang
warto$¢ (przy czym modyfikacje tych parametréw, A/A, I;/b, E /E, mozna modelowa¢
wirtualnie za pomoca, dystorsji); w przypadku uogélnionych sit weztowych lub wektoréw
sit weztowych, np.: N, Q©, Q, oznacza obciazenia kompensacyjne dla dystorsji

Y — oznacza liniowsg, cze$¢ danej wielkosci (odksztalceri lub sit wewnetrznych) — tj. pochodzaca

od obciazenia zewnetrznego

* _ oznacza rezydualng czesé, czyli bedaca wynikiem wstepnego wirtualnego sprezenia dystor-

sjami modelujacymi modyfikacje ustroju
M . ;e . 7 s
— oznacza wielko$ci otrzymane z pomiaréw do$wiadczalnych

(€) — oznacza wielkosci zwiazane z elementem skoniczonym — w przypadku wielkosci wektoro-
wych okreslone w lokalnym ukladzie odniesienia elementu

Indeksy:

e — indeksuje elementy skoriczone

a — indeksuje funkcje odpowiedzi (funkcje przejécia) oraz sktadowe wektora funkcji odpowiedzi
(funkcji przejscia)

1,7 — zwykle i, 7 € D — wtedy indeksuje dystorsje, odksztalcenia, sity wewnetrzne, wspétezyn-
niki sztywnosci (itp.) w lokalizacjach dystorsyjnych

p,q — indeksuje lokalizacje dystorsyjne, w ktérych wystepuje niezerowa dystorsja, a wiec
wsp6lczynnik sztywnosci ulega zmianie: p, # 1 (p, g € Dyr)

z — indeksuje lokalizacje dystorsyjne, w ktérych dystorsja jest zerowa, a wiec nie ma zmiany
wspolezynnika sztywnosei: p, =1 (2 € Dz)

t,7 — indeksuje chwile w dyskretnej przestrzeni czasu (nawet wtedy jednak, umieszczany zwy-
kle jak parametr — patrz przypis 25, str.91)
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8 OZNACZENIA

D — zbiér wszystkich lokalizacji dystorsyjnych

Dy ={i € D: p; # 1} — zbiér lokalizacji dystorsyjnych, w ktérych wystepuje niezerowa dys-
torsja, a wiec wspoélezynnik sztywnosei ulega modyfikacji (wirtualnie)

Dz ={i€D: p; =1} — zbiér lokalizacji dystorsyjnych, w ktérych dystorsja jest zerowa,
a wiec nie ma zmiany wspélczynnika sztywnosci

T — zbiér chwil w dyskretnej przestrzeni czasu

Pozostale symbole:

d;j — symbol Kroneckera (0;; = 1 dla i = j, 6;; =0 dla i # j)
q — wektor uogdlnionych przemieszczen konstrukcji dyskretnej
Q — wektor uogdlnionych sit weztowych konstrukeji dyskretne;j

Q — wektor dystorsyjnego obcigzenia weztowego konstrukeji dyskretnej kompensacyjnego dla
okreslonej dystorsji wirtualnej

K — globalna macierz sztywnosci konstrukeji

M — globalna macierz bezwladnosci konstrukeji (macierz mas)

C — globalna macierz tlumienia konstrukcji

€= [sz] — wektor uogdlnionych odksztalcenn konstrukeji dyskretnej

g; — odksztalcenie uogélnione konstrukeji dyskretnej (catkowite odksztalcenie w lokalizacji dys-
torsyjnej i € D)

& — liniowa cze$é odksztalcenia uogélnionego konstrukeji dyskretnej, a wiec pochodzaca od
obciazenia zewnetrznego

£; — rezydualna czesé¢ odksztalcenia uogélnionego konstrukeji, czyli bedaca wynikiem wstepne-
go wirtualnego sprezenia dystorsjami

€= [éz] — wektor dystorsji (w konstrukeji dyskretnej)

g€; — dystorsja wirtualna (w konstrukeji dyskretnej)

S = [Si] — wektor (wladciwych) sit wewnetrznych konstrukeji dyskretne;

S; — sita wewnetrzna (w konstrukeji dyskretnej)
L
S; — liniowa czeé¢ sity wewnetrznej (w konstrukeji dyskretnej), a wigc pochodzaca od obcigze-

nia zewnetrznego

gl- — rezydualna czes¢ sily wewnetrznej (w konstrukeji dyskretnej), czyli bedaca wynikiem
wstepnego wirtualnego sprezenia dystorsjami

D= [Dl-j} — odksztalceniowa macierz wptywu

D;; — skladowe odksztatceniowej macierzy wplywu

D= [lu)m] — ogdblna macierz wpltywu (macierz odpowiedzi)

D,; — sktadowe ogdllnej macierzy wpltywu

f= [ fa] — wektor funkcji odpowiedzi (wektorowa funkcja odpowiedzi)

fo — funkcje odpowiedzi (sktadowe wektora funkcji odpowiedzi)
L
fa — liniowa czes$¢ odpowiedzi ustroju, a wiec pochodzaca od obcigzenia zewnetrznego

R
fa — rezydualna cze$é odpowiedzi ustroju, czyli bedaca wynikiem wstepnego wirtualnego spre-
zenia dystorsjami

Ajj = 6;j — (1 — p;)D;; — macierz gléwna dla ukladéw réwnan w algorytmach MDW
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p= [ 5] — wektor parametréw konstrukcyjnych
ps, Ps — parametr konstrukcyjny i jego zmodyfikowana wartosé
A= [)\8] — wektor modyfikacji parametréw konstrukeyjnych

Ag = ﬁ—z — modyfikacja parametru konstrukcyjnego (Uwaga: wyjatkowo w podrozdziale 3.6
symbol A wykorzystywany jest w zupelnie innym celu — do oznaczenia warto$ci wlasnych

macierzy sztywnosci elementu skoriczonego)
ki, k; — wspélezynnik sztywnoscei oraz jego zmodyfikowana wartosé
Wi = % — parametr zmiany wspolczynnika sztywnosci
n= [,ul] — wektor zmiany sztywnosci
kpa = FA — wspélezynnik sztywnosci podtuznej preta

kpj = EJ, — wspétczynnik sztywnosci zgieciowej (krzywiznowej) belki

WEA = I]Z?: — parametr zmiany wspoélczynnika sztywnosci podtuzne;j
UE] = ]Zgj — parametr zmiany wspoélczynnika sztywnosci zgieciowej
E,v,G= ﬁ — modut Younga, liczba Poissona oraz modut Kirchhoffa dla izotropowego

materiatu sprezystego

b, h — szerokosc i wysokos¢ prostokatnego przekroju poprzecznego

A — pole przekroju poprzecznego preta

J. — moment bezwtadnosci pola przekroju poprzecznego preta

By — bezwymiarowa charakterystyka ksztaltu przekroju poprzecznego preta

L — dlugo$é elementu pretowego

Ng, ty, M. — obcigzenia zewngtrzne dziatajace na jednostke dhugosci belki ptaskiej — odpowied-
nio: sita podtuzna, sita poprzeczna oraz moment zginajacy (w plaszczyznie z = const)

N, Ty, M, — uogélnione sity przekrojowe belki ptaskiej — odpowiednio: sila podluzna, sita
poprzeczna oraz moment zginajacy belke (w plaszczyZnie z = const)

u, w, @, — uogdlnione przemieszczenia osi belki — odpowiednio: przemieszczenia poziome i pio-
nowe oraz kat obrotu w plaszczyznie belki

€z, Py, K- — uogblnione odksztalcenia belki — odpowiednio: odksztalcenie podluzne (wydluzenie
osi preta), odksztalcenia postaciowe (usredniony kat odksztalcenia postaciowego) oraz
odksztalcenia zgieciowe (krzywizna osi preta)

€ — wektor uogélnionych odksztalcenn — dla belki ptaskiej: € = [em Py KZZ]T lub [em KZ]T

€ — wektor uogélnionych dystorsji “punktowych” (tj. w continuum, w punkcie elemen-
tu strukturalnego, a nie w elemencie skonczonym) — dla belki plaskiej: € =
[€x py #2] " Tub [6, 2] "

q'® — wektor uogélnionych przemieszczeni weztowych elementu skoriczonego — dla elementu
ramy plaskiej: q(e) = [ul w1 Y1 Uy W wg}T

Q©) — wektor uogélnionych sit weztowych elementu skoriczonego — dla elementu ramy plaskiej:
Q) =[Ny Ty My No Ty MQ]T

K© M@ C© — macierze: sztywnosci, bezwladnosci i thumienia elementu skoriczonego

ul® (x) — funkcja wektorowa pola przemieszczen elementu skoriczonego — dla elementu ramy
plaskiej: u® (z) = [u(e) () w®(z) goge) (:c)]T

N(©)(z) — macierz funkcji ksztaltu elementu skoriczonego
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Ny, (), ., Npg, () — funkcje ksztaltu elementu skoriczonego ramy plaskiej

el®) (z) — funkcja wektorowa pola odksztalceri elementu skoniczonego — dla elementu ramy pta-
skiej: €l (z) = [e;(ve) () pg(f) () K (:c)]T lub [egf) (x) k) (m)]T

B(®) (x) — macierz pochodnych funkcji ksztaltu elementu skoniczonego (tzw. macierz odksztal-
cenie-przemieszczenie)

&= 2% — 1 — wspéhrzedna bezwymiarowa parametryzujaca element skoriczony ramy ptlaskiej

e(®) — wektor parametréw deformacji elementu skonczonego — dla elementu ramy plaskiej:
T
REINECINEING)

5;(;), %ée), Xge) — parametry deformacji elementu skonczonego ramy plaskiej — odpowiednio:

parametr odksztalcenia podtuznego oraz parametry deformacji zgieciowej (krzywiznowej)
czystego zginania i zginania antysymetrycznego

ege), e(;f), sgf )~ wektory deformacji wlasnych (bazowych) elementu skénczonego ramy plaskiej
— odpowiednio: czyste rozcigganie osiowe, czyste zginanie oraz zginanie antysymetryczne
wzgledem srodka elementu (zginanie ze $cinaniem)

qge), qgf), qgf) — wektory uogdlnionych przemieszczeni weztowych elementu ramy plaskiej zwia-
zane 7z jego odpowiednimi deformacjami wlasnymi

£(©) — wektor dystorsji (odksztalcen wstepnych) elementu skoriczonego — dla elementu ramy

T
plaskiej: gle) = [5;6) %ﬁe) X?’}

(€ ale) ale)

€', &€, €y — wektory dystorsji jednostkowych elementu skoriczonego ramy plaskiej — odpo-
wiednio: dystorsja podtuzna, dystorsja czystego zginania oraz dystorsja zginania antysy-
metrycznego

qée), qu’, q§f> — wektory uogdélnionych przemieszczeri weztowych elementu ramy plaskiej zwia-

zane z jego odpowiednimi dystorsjami jednostkowymi

S(©) — wektor sit wewnetrznych elementu skoriczonego — dla elementu skoriczonego ramy pla-
siej: 8 = [Ny MLy M%)

Ni,ec)onst, Mz(ec)onst, Mz(?sym — skladowe wektora sil wewnetrznych elementu skoriczonego ramy
plaskiej — odpowiednio: sita podtuzna, “czysto-zgieciowa” cze$é momentu zginajacego oraz
cze$¢é momentu opisujaca zginanie ze $cinaniem (zginanie antysymetryczne)

Q(e) — wektor wezlowych obcigzen kompensacyjnych dla dystorsji w elemencie skonczonym

. ée), ng), . gf - wektory weztowych obciazeri kompensacyjnych dla odpowiednich dystorsji
jednostkowych elementu skoniczonego ramy plaskiej

Dla rozdziatow 5, 6 i 7:
feel(A) — funkcja celu

A= [)\s] — wektor modyfikacji parametréw konstrukcyjnych (tak jak dotychczas), ktérego
sktadowe stanowia teraz réwniez parametry funkcji celu

L — zbiér dopuszczalnych wektoréw parametréw funkeji celu (A € £) okreslony przez ograni-
czenia nalozone na te parametry (czyli ograniczenia modyfikacji strukturalnych)

0(t) — funkcja uogdlniona (dystrybucja) delta Diraca

m, ¢, k — masa, thumienie i sztywnosé¢ ukladu o jednym stopniu swobody

w = %, (=55, wqg=wy/1—(%— czestoé¢ drgant whasnych, bezwymiarowy parametr thi-

2mw?
mienia oraz czesto$é kolowa drgari ttumionych uktadu o jednym stopniu swobody
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I., Iy — impuls sily (w chwili 7 oraz 7 = 0)

h+(t), ho(t) — impulsowa funkcja przejécia (dla impulsu w chwili 7 oraz 7 = 0)
h(t) = [hij(t)] — macierz impulsowych funkcji przejscia

vo — wektor predkosci poczatkowych adekwatny impulsowi dystorsji jednostkowej
D(t) = [D;;(t)] — odksztalceniowa impulsowa macierz wptywu

D;j(t) — skladowe odksztalceniowej impulsowej macierzy wplywu

t) = [ (1 )] — przyblizona impulsowa macierz wpltywu

ij(t) — skladowe przyblizonej impulsowej macierzy wplywu

f) =
(

£(t) = [fa(t)] — wektor funkcji przejécia (wektorowa funkcja przejscia)

[ i(t )} — ogdlna impulsowa macierz wplywu

U O« Ur ol

wi(t) — skladowe ogdlnej impulsowej macierzy wplywu

fa(t) — funkcje przejsécia (skltadowe wektora funkcji przejscia)

&(t) = [&(t)] — wektor dystorsji dynamicznych (wektor funkcji dystorsji)
£;(t) — dynamiczna dystorsja wirtualna (funkcja dystorsji)

A?j

F = [Ft} — wektor chwilowych stanéw konstrukeji

= 0;; — (1 — p3)D;j(0) — macierz giéwna dla ukladéw réwnan w algorytmach MIDW

F; — funkcja chwilowego stanu konstrukeji

Dla rozdziatu 8:
Qp — odczyt (ladunek elektryczny) na piezo-sensorze
Qpg, Qpa — odczyt na sensorach (gérnym i dolnym) przyklejonych po obu stronach belki

¢p — charakterystyka piezoelektryczna piezo-sensora (zalezna od stalej piezoelektryka oraz wy-
miaréw sensora)

yp — odleglo$¢ miedzy osig belki a osig naklejonego na nig piezo-sensora
L, — dlugo$¢ piezo-sensora

&Y [ ex(z)dz, F, © ok, (z) dz — scalkowane odksztalcenia fragmentu belki z sensorem
LP LP

fident (A) — funkcja celu dla zagadnienia identyfikacji defektéw

A= [)\s] — wektor defektéw (a zarazem — tak jak dotychczas — wektor modyfikacji parame-
tréw konstrukeyjnych), ktérego sktadowe stanowis réwniez parametry funkcji celu dla
zagadnienia identyfikacji defektéw

M
fa(t) — funkcje przejsécia otrzymane z pomiaréw doswiadczalnych



ROZDZIAL

Wstep

1.1. Podstawowe cele pracy

Gléwnym celem rozprawy jest zaprezentowanie oryginalnej koncepcji zastosowania
idei tzw. dystorsji wirtualnych do probleméw dynamiki konstrukeji. Do tej pory podej-
Scie dystorsyjne stosowano z powodzeniem w zagadnieniach statyki konstrukeji w postaci
tzw. Metody Dystorsji Wirtualnych (MDW) (ptarz np.: [15, 16, 21]). Fundamentem dla
wszelkich obliczert dokonywanych w ramach tej metody jest tzw. macierz wplywu. Ta-
kg statyczng macierz wplywu starano sie réwniez w specyficzny sposéb?) wykorzystywac
w celu rozwigzania pewnych probleméw dynamicznych [33; 34]. W niniejszej pracy zo-
stanie przedstawiona Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (MIDW) pozwalajaca
na w petni konsekwentne wykorzystanie podejscia dystorsyjnego dla zagadnienn dynamiki
konstrukcji. Ten uwidoczniony w tytule cel nie jest jednak jedynym zadaniem niniejszej
roZprawy.

Pogrednim, cho¢ réowniez istotnym zamierzeniem autora bylo przedstawienie ogdlnej
metodologii realizacji idei dystorsji wirtualnych w konstrukcjach sktadajacych si¢ z dowol-
nych elementéw skoriczonych. Praca, a zwlaszcza zawarte w niej obliczenia i przyktady
numeryczne bazujg na zrealizowanym przez autora obiektowym programie dotyczacym
Metody Elementéw Skoriczonych (MES) dla mechaniki konstrukcji, w ktérym po raz
pierwszy zaprojektowano i zrealizowano obiektowe ujecie metod dystorsyjnych (zaréwno

1) Obliczenia byly dokonywane na kolejnych krokach iteracji czasowej, przy czym dla kazdego kroku
niezaleznie musiata byé wpierw obliczona aktualna macierz wplywu. Podejscie to z punktu widzenia
metod dystorsyjnych nie réznito si¢ w istocie od statycznej MDW.

13



14 1. WSTEP

dla statyki jak i oczywidcie dla dynamiki). Obiektowa realizacja oprogramowania (a za-
tem “przyjazna” w uzyciu i latwa do rozbudowy) stanowita z punktu widzenia autora
kolejny, bardzo wazny cel pracy.

Praca prezentuje sposéb wykorzystania dystorsji wirtualnych do opisu wrazliwosci
konstrukeji obcigzonej dynamicznie na modyfikacje parametréw, zwiazanych z jej cecha-
mi sztywnosciowymi. Kolejnym zamierzeniem bylo wigc opracowanie algorytmu oparte-
go na MIDW, pozwalajacego dokladnie oblicza¢ gradienty tzw. funkcji przejscia (czyli
odpowiedzi uktadu na okreslone wymuszenia dynamiczne), opisujacych propagacje fali
sprezystej wzbudzonej w konstrukeji.

Konicowym zadaniem niniejszej rozprawy jest zastosowanie podejscia dystorsyjnego do
problemu modelowania i identyfikacji defektéw w konstrukcjach, m.in. w celu niebanalnej
weryfikacji opracowanych metod i algorytméw. Proponowana metoda identyfikacji opiera
si¢ na analizie réznicy pomiedzy propagacjg fali sprezystej w rzeczywistej konstrukeji,
a symulacjg tejze propagacji w modelu MES, w ktérym wplyw ewentualnych defektéw
modelowany jest dystorsjami. Wzbudzanie i odczyt fali sprezystej wymaga omdéwienia
podstaw zagadnienia piezodiagnostyki, natomiast srodkiem do realizacji proponowanej
metody identyfikacji defektéw jest stanowiaca gléwny temat pracy Metoda Impulsowych
Dystorsji Wirtualnych i oparty na niej algorytm gradientowej analizy funkcji przejscia.

Reasumujac, jezeli zrezygnujemy z hierarchii waznosci na rzecz logicznej kolejnosci
celéw to mozna wyrdznié¢ kolejno nastepujace zadania, ktére starano si¢ zrealizowac:

e ogélny opis algorytméw (statycznej) Metody Dystorsji Wirtualnych pozwalajacy
na skuteczng jej realizacje dla konstrukcji sktadajacej sie z dowolnych (réznych)
elementéw skonczonych,

e przedstawienie metod wykorzystania dystorsji wirtualnych do modelowania defek-
tow 1 parametréw projektowych,

e zastosowanie MDW do analizy wrazliwosci ustroju statycznego,

e opracowanie Metody Impulsowych Dystorsji Wirtualnych, bazujacej na tzw. me-
todzie impulsowej funkcji przejscia, umozliwiajac tym samym stosowanie metod
dystorsyjnych w zagadnieniach dynamiki matych drgan,

e opracowanie bazujacego na MIDW algorytmu gradientowej analizy funkcji przejscia
— analiza wrazliwosci konstrukeji pod obcigzeniem dynamicznym,

e stworzenie obiektowej implementacji MDW oraz MIDW opartej na (stworzonym
w tym celu) obiektowo-zorientowanym programie MES dla mechaniki konstrukeji,

e przetestowanie opracowanej metodologii i stworzonego oprogramowania m.in. na
przykladach dotyczacych zagadnienia identyfikacji defektéw w konstrukejach.

1.2. Koncepcja rozprawy

Zaprezentowana powyzej logiczna hierarchia celéw determinuje po czesci réwniez kon-
cepcje niniejszej rozprawy doktorskiej. Jej dokladny opis zawarty jest w streszczeniu
gléwnych rozdzialéw pracy, przedstawionym ponize;j.
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Metoda Dystorsji Wirtualnych (MDW)
W rozdziale tym zaprezentowana zostanie giéwna idea oraz podstawowe pojecia
i zwigzki sktadajace si¢ na klasyczna, (tj. statyczng) Metode Dystorsji Wirtualnych.
Podany zostanie algorytm obliczania — fundamentalnej dla tej metody — macierzy
wplywu (statycznej). Wymienione zostang problemy i zagadnienia, w ktérych z po-
wodzeniem zastosowano podejscie dystorsyjne. Wszelkie definicje podane bedg na
poziomie jak najbardziej ogélnym, jednakze bezposrednig, ilustracjg dla nich beda
konstrukcje kratowe (ze wzgledu na ich prostote pozwalajacg na bardzo latwa, pre-
zentacje nowych pojeé i koncepcji). Réwniez przyktady obliczania macierzy wplywu
zostang pokazane na przyktadzie kratownic.

Dystorsje wirtualne w ptaskiej konstrukcji ramowej
Rozdziat zaprezentuje MDW dla plaskich konstrukeji ramowych. Uchwycone zosta-
ng aspekty, ktore ulegajg trywializacji w przypadku konstrukeji kratowych. Na przy-
ktadzie elementu skoriczonego ramy ptaskiej przedstawiony zostanie ogdlny sposéb
postepowania, ktory nalezy stosowaé¢ w przypadku realizowania podejscia dystor-
syjnego dla dowolnych elementéw skoniczonych. W rozdziale przedstawione réwniez
zostanie modelowanie defektéw w elementach ramowych.

Modelowanie dystorsjami parametréw konstrukcyjnych
W rozdziale podany bedzie sposéb wykorzystania dystorsji wirtualnych do mode-
lowania zmian parametréw konstrukcyjnych (w tym defektéw), wpltywajacych na
cechy sztywnodciowe konstrukcji. Zaprezentowane réwnania i algorytmy dotyczy¢
beda konstrukeji skltadajacych sie z dowolnych elementéw skoriczonych, w ktorych
aspekt dystorsyjny zrealizowano wedlug metodologii podanej w poprzednim roz-
dziale.

Zastosowanie MDW do analizy wrazliwosci konstrukcji statycznej
Rozdziatl dotyczy¢ bedzie zastosowania MDW do analizy wrazliwosci ustroju sta-
tycznego, badajacej w jaki sposéb zmieniajg si¢ jego wlasnosci w odpowiedzi na
niewielka modyfikacje zmiennej projektowej (rozumianej jako zmiana pewnego pa-
rametru konstrukcyjnego). Opracowany zostanie algorytm wyznaczania gradientu
tzw. funkcji odpowiedzi, ktéry stanowi podstawe do obliczenia gradientu (ogdlniej-
szej) funkcji celu. Pokazane zostanie, ze istota obliczeni sprowadza si¢ w zasadzie do
wyznaczenia gradientu dystors;ji.

Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (MIDW)

Rozdzial przedstawi oryginalng metode pozwalajacg na konsekwentne wykorzysta-
nie idei dystorsji wirtualnych w problemach dynamiki, zwigzanych z analizg funkcji
przejscia opisujacej propagacje fali sprezystej. Bazg dla metody stanowié¢ bedzie
szczegolowo zaprezentowana w poprzednich rozdziatach Metoda Dystorsji Wirtual-
nych oraz metoda impuslowej funkcji przejscia. Wprowadzone zostang nowe pojecia
elementarnego impulsu dystorsji oraz impulsowej macierzy wplywu. Poprawnosé
wynikow otrzymywanych przy wykorzystaniu MIDW bedzie zweryfikowana oraz
wyszczegolnione zostang jej charakterystyczne cechy i ograniczenia.



16 1. WSTEP

Zastosowanie MIDW do analizy wrazliwo$ci w dynamice konstrukcji
Zdefiniowana zostanie pewna klasa funkcji celu, bazujacych na zaleznosci pomiedzy
funkcja przejscia, a parametrami sztywnosciowymi konstrukeji. Podany zostanie al-
gorytm obliczania gradientu takich funkcji, przy czym zastosowanie MIDW pozwoli
na wyprowadzenie i wykorzystanie analitycznych formul na wrazliwo$é sztywnoscio-
wg konstrukcji. Dodatkowo szczegdtowo przedstawiona zostanie zoptymalizowana
wersja algorytmu, nadajaca si¢ bezposrednio do realizacji numerycznej. Popraw-
no$¢ obliczania gradientéw zostanie potwierdzona przez poréwnanie z wynikami
uzyskanymi przy zastosowaniu Metody Réznic Skonczonych.

Identyfikacja defektow
Przedstawione zostanie zagadnienie identyfikacji defektéw, bazujace na analizie réz-
nicy pomiedzy funkcjami przejscia opisujacymi propagacje fali sprezystej w kon-
strukcji rzeczywistej i w modelu MES, w ktérym wplyw ewentualnych defektéw
modelowany jest przez dystorsje. Oméwione zostang podstawy piezodiagnostyki
(odczyt funkeji przejscia). Podany zostanie algorytm identyfikacji defektéw, opar-
ty na analizie wrazliwosci (MIDW) przedstawionej w poprzednim rozdziale. Jako
przyktady stuzy¢ beda testy numeryczne identyfikacji uszkodzent wspornika kratowe-
go. Zaprezentowana réwniez zostanie identyfikacja defektéw w belce wspornikowe;j
bazujaca na funkcjach przejscia uzyskanych z przeprowadzonego eksperymentu pie-
zodiagnostyki.

1.3. Zarys literatury

Idea dystorsji sprezystych zaprezentowana zostala w znanej pracy Nowackiego [41],
dotyczacej teorii sprezystosci. Jeden z rozdzialéw tej obszernej pracy po$wigcony jest
w calosci zagadnieniu dystorsji w continuum sprezystym. W kontekscie dystorsyjnym
oméwiono tam zasady wariacyjne oraz twierdzenie o wzajemnosci prac. Podano pod-
stawowe zwiazki i twierdzenia dotyczace teorii samonaprezenia. Problem dystorsji zostat
réwniez poruszony przez tego autora w pracy [42].

Jedne z pierwszych zastosowari metod dystorsyjnych dotyczg opisu mozliwych sta-
now sprezen w jedno- i wielofazowych osrodkach sprezystych. Tych zagadnien sprezania
dotycza, wezesne prace Holnickiego-Szulca [10, 11, 12] oraz [18].

Bardzo obszerng analize zagadnienia dystorsji wirtualnych mozna znalez¢ w monogra-
fiach Holnickiego-Szulca [15, 16] oraz Holnickiego-Szulca i Gierliriskiego [21]. W pracach
tych oméwione jest zastosowanie dystorsji do modelowania modyfikacji konstrukcyjnych
(analiza nieliniowa), prezentujg takze strategie optymalnego pasywnego i aktywnego ste-
rowania oraz optymalnego przeprojektowywania.

Oczywistym zastosowaniem metod dystorsyjnych okazalo sie modelowanie pracy ele-
mentéw aktywnych w konstrukcjach sterowalnych (tzw. smart structures). Tego typu
rozwigzania prezenowane sg w publikacjach Holnickiego-Szulca i Mroza [24], Holnickiego-
Szulca 1 Haftki [22] oraz Holnickiego-Szulca [17, 19], jak réwniez Holnickiego-Szulca i
Wikly [26, 27| oraz Holnickiego-Szulca, Pawlowskiego i Wikty [25].
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Wykorzystanie Metody Dystorsji Wirtualnych w analizie wrazliwosci konstrukcji kra-
towych wraz z zastosowaniem do zagadnienia optymalnego przeprojektowywania zapre-
zentowal Kotakowski i Holnicki-Szule [36, 37]. Calosciowe ujecie tego tematu pojawilo sie
w publikacji Kotakowskiego [35]. W pracy tej oprécz wrazliwosei pél odksztalcen i napre-
zen w zakresie sprezystym oraz sprezysto-plastycznym autor przedstawit rowniez sposoby
wyznaczania wrazliwodci takich parametrow jak granica plastycznosci, czy wspétczynnik
wzmocnienia materialu. Omdéwiona réwniez zostata idea zastosowania MDW w proble-
mach projektowania konstrukcji adaptowalnych na ekstremalne obcigzenie, gdzie dys-
torsje wykorzystuje si¢ do modelowania aktywnych dyssypatoréw energii. Rozwigzania
zwigzane z aktywnym rozpraszaniem energii modelowanym dystorsyjnie stosowane byty
réwniez przez Wikle, Holnickiego-Szulca i Pawlowskiego [26, 25, 27]. Natomiast proble-
my optymalnego przeprojektowywania polegajacego na przenoszeniu materiatu z jednego
miejsca w inne byly juz wezesniej prezentowane, m.in. w pracach [8, 14, 20]. Zblizone
podejscie do zagadnieri przeprojektowywania prezentowali réwniez Garstecki i Glema [7]
oraz Sobieszczanski-Sobieski [48]. Dystorsyjnego przeprojektowywania ustrojéw ramo-
wych dotyczyly prace Makodego, Ramireza i Corotisa [40] oraz Putreszy [46].

W publikacjach Wiacka i Holnickiego-Szulca [50, 51, 52] dystorsje wykorzystano do
modelowania postepujacego rozwoju rys, w kontekscie monitorowania stanu budowli hi-
storycznych. Zebrania i calosciowego oméwienia tych zagadnien dokonal Wiacek w pra-
cy [53]. Wezesniej Holnicki-Szule omawial juz zastosowanie dystorsji wirtualnych dla pro-
blemu degradacji konstrukeji sprezystych [13].

MDW znalazla réwniez zastosowanie w opisie odcinkami liniowo modelowanych nieli-
niowosci fizycznych typu locking materials lub ustrojéw z luzami wewnetrznymi [10].

Holnicki-Szulc i Zielinski zaproponowali metode identyfikacji uszkodzen w konstruk-
cjach opartg na analizie zaburzeni propagacji fal sprezystych [28, 29, 30]. Zaprezentowane
przez nich podejscie bazuje na idei impulséw dystorsji wirtualnych. Idea ta zostala w petni
opisana, dopracowana i rozwinieta w niniejszym opracowaniu.

Praca Mackiewicza [39] prezentuje zastosowanie podejscia dystorsyjnego do optymal-
nego lokalizowania wzbudnikéow w aktywnej kontroli naprezen.

Ciekawym zastosowanie metod dystorsyjnych jest modelowanie i analiza sieci wod-
nych [23] (Holnicki-Szule, Kotakowski i Nasher). Stalo si¢ to mozliwe dzigki zaadoptowa-
niu idei i algorytméw MDW dla réwnari przepltywu cieczy, bazujac na analogiach pomie-
dzy réwnaniami réwnowagi, zwiazkami geometrycznymi oraz konstytutywnymi mechaniki
konstrukeji kratowych i hydrauliki.

Metoda Dystorsji Wirtualnych znalazia réwniez komercyjne zastosowanie. Jako Vir-
tual Distortion Method zostala wykorzystana przez brytyjska firme WS Atkins w ko-
mercyjnym programie komputerowym RASOS do analizy postepujgcego zniszcezenia oraz
analizy niezawodnosci wiez wiertniczych, tzw. offshore structures [49] (Turner i inni).

Publikacja Akgiina, Garcelona, Haftki [1] dostarcza bardzo aktualnego poréwnania
Metody Dystorsji Wirtualnych z innymi metodami liniowej i nieliniowej analizy i mode-
lowania konstrukcji.
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Metoda Dystorsji Wirtualnych
(MDW)

2.1. Wprowadzenie

Rozdziat ten w bardzo przystepny sposéb prezentuje Metode Dystorsji Wirtualnych
(MDW) w klasycznym ujeciu dla statyki konstrukeji. Metoda ta opiera si¢ na wykorzy-
staniu pol wstepnych deformacji do modelowania zmian materialowych w konstruke;ji.
Zagadnienie statycznej MDW oraz wykorzystywane przez nig pojecia i zwigzki zostang
pokazane w tym rozdziale na przykladzie konstrukcji kratowych. Jest tak m.in. dla-
tego, ze algorytmy numeryczne bazujace na zastosowaniu idei dystorsji wirtualnych byty
tworzone i wykorzystywane gléwnie dla ustrojéw kratowych (chociaz nie tylko), gdzie
podejscie to wykazato swa efektywnosé dla pewnej klasy zagadniert. O wiele jednak waz-
niejsza przyczyna, jest fakt, ze juz na przyktadzie stosunkowo prostych konstrukeji jakimi
sg kratownice mozna omoéwi¢ praktycznie wszystkie podstawowe pojecia jakimi postuguje
sigc MDW. Nalezy jednak pamig¢taé, iz pomimo tego, ze zamieszczone w tym rozdzia-
le przyklady i wyprowadzenia wzoréw odnosié¢ si¢ beda do teorii kratownic, to jednak
przedstawiony opis postgpowania (tak jak i uzyte sformutowania) dotyczy¢ bedzie (pod
pewnymi warunkami) zupetie dowolnych konstrukeji.

Wzgledna prostota teorii krat wynika m.in. z faktu, ze w kratownicach wszystkie
obcigzenia muszg by¢ przytozone w weztach (przegubach). Zatem juz na poziomie teorii
konstrukcji mamy w tym przypadku do czynienia z dyskretyzacja obcigzenia. Jest to
jedna z przyczyn tego, ze wielkosci, ktorymi si¢ postugujemy w teorii krat, tak samo jak
i zaleznos$ci pomiedzy nimi, sg stosunkowo nieskomplikowane.
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W istotny dla dalszych rozwazan sposéb scharakteryzujmy tutaj niektére podstawowe
pojecia i zwigzki dotyczace preta kratowego, a szczegélnie istotne przy omawianiu MDW
— 5§ to:

e N - sila osiowa, stala na calej dlugosci preta kraty. Jest to jedyna skladowa sif
wewnetrznych (tzw. wogdlnionych naprezen) z jakimi mamy do czynienia w kon-
strukcjach kratowych.

e ¢ — odkszkatlcenie podiluzne, stanowigce jedyne odksztalcenie uogdlnione w pre-
cie kratownicy i (podobnie jak w przypadku sily osiowej) réwniez niezmienne na
calej dlugosci preta kratowego.

e N = kpae — zwiazek konstytutywny, wigzacy ze soba, (liniowo) dwie powyzsze
wielkosci przy pomocy sztywno$ci podtuznej, ktéra jest iloczynem modutu Youn-
ga sprezystego materialu preta oraz pola jego przekroju poprzecznego: kpq = EA.
Taka posta¢ zwigzku konstytutywnego zaklada, ze cale odksztalcenie preta € jest
wynikiem obcigzenia statycznego. Ogdlna postaé

N =kpa(e — &) (2.1)

uwzglednia wpltyw oddziatywar pozastatycznych (takich jak np. ogrzanie preta), kt6-
rych wynikiem jest odksztalcenie €. Konsekwentnie rowniez i ta cze$¢ odksztalcenia
powinna by¢ stata na calej dtugosci elementu kratowego (przyjmujemy zatem np.,
ze pret ogrzany jest réwnomiernie). Czesto korzystamy z odwrotnej postaci zwigz-
ku konstytutywnego: € = N/kga + £, gdzie odwrotng do sztywnosci wielkos$é 1/kga
nazywamy podatnoscia.

2.2. Podstawowe pojecia i istota MDW

Gléwng idee Metody Dystorsji Wirtualnych mozna wyjasni¢ juz na przyktadzie
bardzo prostej konstrukeji przedstawionej na rys. 2.1(a), sktadajacej sie z dwéch pretéw
zlgczonych razem (zatem deformacja jednego z nich wymusza odksztalcenie drugiego). Te
dwuelementows konstrukcje bedziemy rozpatrywaé¢ w ramach teorii krat. Modul Younga
i pole poprzecznego przekroju preta nr 1 wynosza: Fq, Ai, natomiast dla preta nr2 sg to
odpowiednio: Fs, As.

Przyjmijmy teraz, ze swobodny element nrl doznal pewnego wstepnego wydiuze-
nia (rys. 2.1(b)). Odksztalcenie £; odpowiadajace temu wydluzeniu nazywamy dystorsja
wirtualna. Oczywiscie element ten jest wmontowany w konstrukcje, zatem z uwagi na
warunek cigglosci deformacji ukladu, w obu pretach konstrukcji powstang pewne pola
odksztalcen i naprezen. Otrzymamy tzw. konstrukcje sprezona, (rys.2.1(c)). Spowodowa-
ne wprowadzeniem dystorsji pole odksztalceri to tzw. odksztclzjcema rezydualne £;, ktérym
towarzyszy samoréwnowazne pole naprezen uogdlnionych N; (i = 1,2). Zaleznosé tych
pol od wywolujacych je dystorsji wirtualnych wyraza si¢ nastepujagcymi wzorami:

&= Z D €;, ﬁfz = E; A Z(Dij — 0ij) €, (22)
j J
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Rys. 2.1. Schemat ideowy Metody Dystorsji Wirtualnych.

gdzie pojawia si¢ macierz D = [Dij], zwana macierza wplywu. Stanowi ona podstawe
dla wszystkich (w praktyce — numerycznych) obliczeri Metody Dystorsji Wirtualnych. Ma-
cierzg tg zajmiemy sie dokladniej w dalszej czesci tego rozdziatu, gdzie podamy réwniez
procedur¢ jej wyznaczania. Teraz wystarczy tylko powiedzie¢, ze element D;; macierzy
wplywu okresla odksztalcenia w i-tym elemencie konstrukeji spowodowane jednostkowa
dystorsja wirtualna ¢; = 1 nalozong na element j.

Jak wida¢ wpltyw dystorsji wirtualnej na konstrukcje moze by¢ utozsamiany z takimi
pozastatycznymi oddzialywami jak imperfekcja geometryczna lub obciazenie termiczne
(ogrzanie elementu). Ujawnia si¢ tutaj jeden z aspektéw wspomnianej prostoty zagad-
nienia dystorsji wirtualnych w kratownicach, wyrazny szczegdlnie przy konstruowaniu
macierzy wpltywu w oparciu o Metode Elementéw Skoriczonych (MES). Otéz w przypad-
ku elementow kratowych wektor odksztalcenn uogélnionych ma tylko jedng sktadowa, a co
za tym idzie istnieje tylko jeden rodzaj imperfekcji, ktéremu moze podlegaé taki element
— a wigc 1 jeden typ dystorsji wirtualnej. Réwniez okreslenie odksztalceniowej odpowiedzi
konstrukeji polega na wyznaczeniu wektora uogélnionych odksztalcen konstrukeji, ktérego
kazda sktadowa odpowiada jednemu jej elementowi.

W tym miejscu zwréémy uwage na bardzo wazne zalozenie, z ktérego za chwile be-
dziemy korzystaé. Otéz przyjmujemy tzw. zaloZenie matych przemieszczen, ktorego kon-
sekwencjg jest to, ze wszystkie wielkosci typu pole przemieszczen, odksztalcen, napre-
zeni itd., mozna opisywaé¢ wzgledem poczatkowej (tj. nieodksztatconej) konfiguracji kon-
strukeji, co czesto w sposob opisowy okresla si¢ mianem zasady “zesztywnienia”. Male
przyrosty przemieszczen (a wiec réwniez male odksztalcenia) oznaczajg eliminacje czyn-
nikéw nieliniowych (jako matych wyzszego rzedu). Stosowanie zasady zesztywnienia po-
zwala wiec na liniowe skladanie tych wielkosci, czyli na wykorzystywanie tzw. zasady
superpozycyi. Wiasnie to skalowanie i sumowanie odpowiedzi konstrukeji uzyskanych dla
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roznych jednostkowych stanéw dystorsyjnych bedzie, jak si¢ okaze, jedng z gléwnych
cech MDW. Przyjete zalozenie liniowosci stanowi natomiast jedno z podstawowych ogra-
niczen metody.

Rozpatrzmy teraz ponownie konstrukcje poczatkows, (tzn. zanim poddalismy jg dziata-
niu dystorsji wirtualnej), poddang tym razem obciazeniu statycznemu sitg P (rys. 2.1(d)).
W takiej obciazonej konstrukcji powstanie pole odksztalceri & (i = 1,2) i zwigzane z nim
pole sit wewnetrznych (tj. naprezen uogélnionych) ]%Q = [;A; &;. Pola te stanowia, liniowa,
odpowiedz konstrukc;ji.

Superponujgc oba stany (tj. konstrukeji sprezonej i obciazonej) otrzymujemy tzw.
konstrukcje modelowana dystorsjami (rys.2.1(e)). Odksztalcenia i naprezenia uogél-
nione, ktére wystepuja, w takim ustroju okreslone sg nastepujacymi rownaniami, w kté-
rych ponownie wykorzystano macierz wpltywu:

€izéi+gi :éi—FZDijéj, (23)
J
Ni = EiA; (ei — &) = B A; ()SLZ‘ +&— éz)
L 11\‘7_
N A (2.4)

R

EiA; & + E;A; Z (Dij — 0i5) €5 = ]\L[z + Ni.
J

Przypomnijmy, ze skladniki &;, ]%Q to czes¢ odksztalcert i naprezen uogdlnionych wyni-
kajaca z obcigzenia statycznego konstrukeji, natomiast skladniki £;, N; sa spowodowane
przez dystorsje.

Niezaleznie od konstrukeji modelowanej dystorsjami, rozpatrzmy teraz ponownie kon-
strukcje obciazona. W elemencie nr1 wprowadzmy pewng modyfikacje, rozumiana, jako
zmiana jednego z jego parametréw konstrukcyjnych, przyktadowo — pola przekroju po-
przecznego (rys.2.1(f)), albo modutu Younga. Stan odksztalceri i naprezeni uogélnionych
w tej zmodyfikowanej konstrukeji poddanej obcigzeniu sitg P bedzie teraz inny niz w kon-
strukcji obciazonej o pierwotnych warto$ciach wszystkich parametréw konstrukcyjnych.
7 kolei wymagamy teraz, ze speliony bedzie nast¢pujacy

postulat : konstrukcja modelowana dystorsjami i konstrukcja zmodyfikowana
sq identyczne w sensie réwnosci ich pél (uogélnionych) odksztalcen i naprezeni.

Oznacza to, ze wprowadzenie odpowiedniej dystorsji wirtualanej w precie nrl jest réw-
nowazne pewnej modyfikacji jego pola przekroju (lub modutu Younga). Aby wyjasnié
to dokladniej, wezmy pod uwage szczegdlny przypadek, gdy &€, = &1, co sprawia, ze
oznaczone na rys.2.1(e) przemieszczenie ;L powinno byé réwne przemieszczeniu 1L
(zamieszczony schemat prezentuje oczywiscie ogdlny przypadek, gdy przemieszczenia te
sy rézne). Przyjeta réwnosé oznacza, ze w elemencie nr 1 nie wystepuja, zadne naprezenia
(dla i = 1, z réwnania (2.4) otrzymujemy bowiem, ze N; = 0), zatem przy zadanym
obcigzeniu P mozna uznawac¢ ten element za nieistniejacy, co jest rownowazne sytuacji,
gdy modyfikujemy konstrukcje “zerujac” pole przekroju tego elementu.
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Przyjeto notacje, w ktérej A; oznacza pierwotne wielkosci pél przekrojéw poprzecz-
nych, natomiast A; ich wartosci zmodyfikowane. Zakladajac brak oddzialywan pozasta-
tycznych, sity przekrojowe w elementach konstrukeji zmodyfikowanej wynosza

podczas, gdy w konstrukcji modelowanej dystorsjami

Zgodnie z postulowang réwnoscig, pél uogdlnionych naprezeni, sity te musza, by¢ w obu
przypadkach takie same. Przyréwnujac zatem oba wyrazenia wyznaczamy wzor na mo-
dyfikacje pola przekroju poprzecznego wyrazong przez dystorsje wirtualne:

aet A 5 — &

Zauwazmy tutaj, ze powyzszy zwigzek jest (wbrew pozorom) nieliniowy wzgledem dys-
torsji €;, gdyz zgodnie z réwnaniem (2.3) odksztalcenia €; réwniez zalezg od £;.
Zdefiniowana powyzej modyfikacja u;, opisuje zmiang pola przekroju elementu i-tego.
Latwo jest zauwazy¢, ze t¢ samg wielkos¢ mozemy zdefiniowaé inaczej, jako modyfikacje
modutu Younga: y; aof E; /E;, czy tez ogdlnie jako modyfikacje sztywnosci podtuznej:

0} (2.8)

przy czym w kazdym przypadku zalezno$é¢ pomiedzy modyfikacja, a dystorsja wirtual-
ng jest identyczna z przedstawiong w réwnaniu (2.7). Sposéb wyznaczenia tej formutly
pokazuje, ze tak naprawde istota parametru p; jest okreslenie modyfikacji sztywnosci ele-
mentu. Zatem w ogdélnym przypadku wektor p = [,uz} nazwiemy wektorem modyfika-
cji sztywnosci konstrukeji, przyjmujac definicje jego sktadowych w postaci (2.8). Nieco
bardziej ogdlne podejécie, wprowadzajace pojecie wektora modyfikacji parametréw
konstrukcyjnych (majacych okreslony wpltyw na modyfikacje sztywnosci konstrukeji),
zostanie przedstawione w dalszej czesci pracy.
Wyrazenie (2.7) przedstawmy w postaci odwrotne;

B . ) 29)

Jak widaé, z racji na wystepowanie dystorsji réwniez po prawej stronie powyzszego réwna-
nia, nie stanowi ono prostej formuly na obliczenie dystorsji modelujgcej zmiane sztywnosci
konstrukcyjnej. W dalszej czeséci pracy pokazemy jednak, jak znajac modyfikacje sztyw-
nosciowe ji;, mozemy obliczy¢ dystorsje wirtualne modelujace ich wplyw na pierwotng
(tj. niezmodyfikowana) konstrukcje — odpowiednie réwnania oraz algorytm zostang za-
prezentowane w rozdziale 4. Podkreslmy, ze zaprezentowane podejscie dostarcza dystorsji
wirtualnych, ktére mozna wykorzystywaé¢ do modelowania takich zmian w konstrukcji,
ktore w okreslony sposéb wplywajg na jej parametry sztywnosciowe.
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2.3. Macierz wplywu

Wprowadzona w poprzednim podrozdziale macierz wplywu stanowi gléwny funda-
ment Metody Dystorsji Wirtualnych. Wszystkie algorytmy numeryczne oparte na przed-
stawionym podejsciu dystorsyjnym korzystaja ze zmagazynowanej macierzy wplywu pew-
nych “zaburzeri” lokalnych (istotnych w danym zagadnieniu) na globalne zachowanie si¢
konstrukeji. Zatem niejako wstepem dla tych algorytmoéw musi by¢ procedura obliczania
1 magazynowania tej macierzy.

2.3.1. Odksztalceniowa macierz wplywu oraz pojecie lokalizacji dystorsyj-
nej

Wspomnielismy juz, ze sktadnik D;; macierzy wplywu to odksztalcenie i-tego elemen-
tu powstate w wyniku wprowadzenia wirtualnego stanu jednostkowej, wstepnej deformacji
elementu j-tego. Definicja ta jest wiasciwa dla tzw. odksztalceniowej macierzy wply-
wu, a przy tym jest w pelni poprawna tylko w przypadku konstrukeji kratownicowych,
w ktérych odksztalcenie elementu (a zatem réwniez jego wstepna deformacja) opisana
jest przy pomocy jednej wielkosci. W przypadku innych, mniej trywialnych elementéw
skoniczonych, ktérych wektory odksztatcenn uogélnionych maja wigcej niz jedna, sktadowa,
nalezy raczej méwi¢ o i-tej sktadowej globalnego wektora odksztalceri konstrukeji (opi-
sujacej sktadows, deformacji pewnego elementu tej konstrukeji) na skutek j-tej dystorsji
jednostkowej (imperfekeji okreslonego typu) wywotanej w jakimg elemencie. Mozna zatem
mowi¢ o pewnych lokalizacjach dystorsji czy tez stanéw odksztalcenia w konstrukeji dys-
kretnej. Postugiwaé si¢ wigc czesto bedziemy pojeciem lokalizacji dystorsyjnej, ktéra
musi by¢ zgodna z okredlonym stanem deformacji elementu skoriczonego konstrukeji?).
Zbiodr lokalizacji dystorsyjnych oznacza¢ bedziemy symbolem D. Przyjmijmy rowniez, ze
w dalszej czesci pracy symbole i, j wykorzystywaé bedziemy zazwyczaj do indeksowania
dystorsji oraz stanéw odksztalcen (i zwigzanych z nimi parametréw sztywnosci elementéw
skoniczonych) w lokalizacjach dystorsyjnych.

Latwo zauwazy¢, ze odksztalceniowa macierz wplywu®, D = [Dij}, jest macierza
kwadratows o elementach na przekatnej zawierajacych sie¢ w przedziale (0, 1) (wyjatkowo
moze tak nie by¢ w przypadku wystepowania stanéw rzeczywistego wstepnego sprezenia),
przy czym sg one réwne 1, wtedy i tylko wtedy, gdy (przynajmniej lokalnie) wystepuje
statyczna wyznaczalno$é. Konsekwencja tego jest réwniez to, ze w odpowiadajacej ta-
kiemu sktadnikowi kolumnie macierzy wpltywu wszystkie pozostate skladowe sa zerowe.
Zatem mozna napisa¢, ze D;; = 0d;; dla tych kolumn, ktére odpowiadajg lokalizacjom
dystorsyjnym j € D, w ktérych wystepuje statyczna wyznaczalnosé.

Macierz D stanowi niezbedny fundament dla wszelkich algorytméw MDW. Jest tak
dlatego, ze macierz ta (co dokladnie ujawni si¢ w dalszej czesci pracy) stuzy do wyznacza-

2) Konkretne przyklady elementarnych stanéw deformaciji, a co za tym idzie réwniez lokalizacji dystor-
syjych zostang przedstawione w nastepnym rozdziale dla przypadku elementu skoriczonego ramy plaskiej.

3) W niniejszej pracy stwierdzenie macierz wplywu zwykle oznaczaé bedzie — o ile nie zaznaczono inaczej
— odksztatceniowa, macierz wplywu okreslajacg wplyw kolejnych dystorsji jednostkowych na odksztalcenia
calkowite w lokalizacjach dystorsyjnych.
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nia wartosci dystorsji wirtualnych, ktére modelujg pewne oddzialywania o nieliniowym
charakterze (jak np. zmiana sztywnosci elementéw konstrukeji, wynikta z modyfikacji
pewnych parametréw strukturalnych). Algorytm obliczania dystorsji wirtualnych zosta-
nie dokladnie przedstawiony w rozdziale 4. W nastepnym paragrafie natomiast pokazemy,
ze przydatne moze by¢ uogdlnienie pojecia macierzy wpltywu.

2.3.2. Ogéblna macierz wplywu oraz funkcja odpowiedzi

Stwierdzilismy, ze podstawowe przeznaczenie odksztalceniowej macierzy wpltywu zwia-
zane jest z wyznaczeniem dystorsji wirtualnych. PokazaliSmy jednak réwniez, ze kiedy te
dystorsje sa juz znane, to dzigki odpowiedniej superpozycji stanéw zapisanych w macierzy
wplywu mozna obliczy¢ catkowite (tj. aktualne) odksztalcenia uogélnione we wszystkich
lokalizacjach dystorsyjnych D. W tym celu (patrz wzér (2.3)) potrzebna jest réwniez
odksztalceniowa odpowiedz liniowa®) w tych lokalizacjach, &; (i € D), ktéra jednak, jak
sie okaze, rowniez niezbedna jest do obliczania dystorsji. O ile wiec interesujg nas tyl-
ko odksztalcenia w lokalizacjach D to zmagazynowana macierz wpltywu pozwala nam na
uaktualnianie ich bez odwolywania si¢ do numerycznego modelu konstrukeji. Stosujac
wzér (2.4) mozna ja réwniez wykorzysta¢ do obliczenia aktualnego stanu uogdlnionych
naprezen w tych lokalizacjach.

W praktyce jednak zwykle interesujg nas inne wielkosci niz tylko odksztalcenia (i na-
prezenia) w miejscach, w ktérych dopuszezamy modyfikacje ustroju. Dla wielu zagadnien
istotne mogg by¢ na przyklad przemieszczenia w pewnych miejscach konstrukeji — chce-
my badaé jak ulegajg one zmianie na skutek wprowadzanych w konstrukeji modyfikacji,
bedacych wynikiem przeprojektowywania, powstania defektu czy stref uplastycznienia.
Wiemy juz jak wirtualnie modelowaé te modyfikacje, chcieliby$my natomiast méc szybko
uwzgledniaé¢ ich wplyw na interesujace nas parametry. Oczywiscie wpltyw ten mozna wy-
znaczy¢ nakladajac obliczone dystorsje wirtualne na analizowana konstrukcje® | a nastep-
nie rozwigzujac jej uktad réwnan réwnowagi. Mozna jednak zastosowaé inne podejscie,
w ktorym znéw wykorzystamy zasade superpozycji. Otéz zwykle juz na wstepie potra-
fimy oceni¢ jakie wielkosci bedg nas interesowaly — mozemy zatem obliczy¢ jak ulegaja,
one zmianie na skutek wprowadzenia jednostkowych dystorsji wirtualnych zadawanych
w kolejnych lokalizacjach dystorsyjnych (lokalizacje te powinny oczywiscie pokrywaé sig
z miejscami, w ktérych wystepuje mozliwo$¢é modyfikacji). W ten sposéb otrzymamy
tzw. ogélna macierz wplywu, D= [Dm-}, Nazwa ta uwidacznia zarazem to, iz macierz
ta (zwlaszcza w aspekcie jej obliczania) jest uogdlnieniem macierzy odksztalceniowej oraz
to, ze shuzyé¢ bedzie do ogélniejszych celéw niz wyznaczenie dystorsji. Mozna by réwniez
dla niej zaproponowaé alternatywna nazwe: macierz odpowiedzi. Nie zapominajmy
jednak, ze moze by¢ ona wykorzystana tylko wtedy, gdy znamy juz dystorsje, do obli-
czenia ktérych niezbedna jest odksztalceniowa macierz wpltywu. Zwréémy rowniez tutaj
uwage na zaproponowany sposéb indeksowania elementéow ogdélnej macierzy wplywu: Do

4) Przypomnijmy, ze jest to odpowiedZ konstrukeji pierwotnej na ustalone obcigzenie statyczne.
5 Wplyw ten realizuje sie w modelu MES za pomoca odpowiednich obcigzen weztowych (patrz para-
graf 2.3.4).
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Chodzi tutaj gtéwnie o dobér symboli w celu rozréznienia obu indekséw. Drugi indeks
wykazuje zwigzek z lokalizacjami dystorsyjnymi — jest tak, gdyz i-ta kolumna macierzy D,
obliczana jest dla jednostkowej dystorsji zadanej w i-tej lokalizacji dystorsyjnej (i € D).
Natomiast pierwszy indeks tej cechy nie posiada (indeksuje on po prostu wielkosci zdefi-
niowane jako istotne dla danego zagadnienia).

Rodzaj odpowiedzi zapisanej w ogdlnej macierz wpltywu jest dosy¢ dowolny i zalezy
w gléwnej mierze od tego w jaki sposéb definiujemy interesujace nas parametry. Mogg
to oczywiscie by¢ zarazem odksztalcenia, naprezenia, uogdlnione przemieszczenia weztdw,
czy tez nawet — méwiac ogolniej — okreslonych punktéw konstrukeji; moga to réwniez by¢
kombinacje liniowe wymienionych wielkosci. Jedynym wymaganiem jest bowiem tylko [i-
niowa zaleznos¢ od dystorsji, a co za tym idzie od obciazenia (patrz dalej: paragraf 2.3.4),
a wiec w istocie od przemieszczen weztéw. W tym kontekscie wprowadzmy przydatne
dalej pojecie funkcji odpowiedzi, f,, zdefiniowanej wlasnie jako dowolna, liniowa od-
powiedZ ustroju. W praktyce wygodnie jest méwié, ze jest to dowolna liniowa funkcja
przemieszczen weztowych konstrukeji, gdyz wielkosci te stanowia bezposredni wynik obli-
czei MES. Oczywiscie, konsekwentnie oznacza to réwniez, na przyktad, liniowg zaleznosé
od obcigzenia.

Wykorzystujac pojecie funkeji odpowiedzi mozemy napisaé¢ nastepujgcy wzor na ele-
ment ogoélnej macierzy wplywu:

Dgi = {fa obliczone dla &; = 1} (1 € D). (2.10)
Analogicznie element odksztalceniowej macierzy wpltywu zdefiniowalismy jako
D;; = {e; obliczone dla é; =1} (i,7 € D), (2.11)

przy czym zauwazmy, ze odksztalcenie uogdlnione ¢; jest szczegdlnym przypadkiem funk-
¢ji odpowiedzi — spelnia bowiem kryterium liniowosci, gdyz przyjmujemy fundamentalne
zalozenie liniowej zaleznosci odksztalcenn od przemieszczeni (male przemieszczenia, linio-
wos¢ geometryczna).

W niniejszej pracy postugiwaé sie réwniez bedziemy pojeciem wektora funkcji od-
powiedzi, f = [ fa}, ktérego sktadowymi sg wartosci obliczane przy wykorzystaniu funk-
cji odpowiedzi (w tym kontekscie mozna méwi¢ réwniez o wektorowej funkcji odpo-
wiedzi). Majac zmagazynowana odpowiednig ogdlng macierz wpltywu oraz znajac dys-
torsje modelujace zmiany w ustroju, mozemy szybko oblicza¢ aktualne wartosci tych
skladowych wedlug wzoru:

L R
fa = fa+ fa (2.12)
gdzie:
L . R A
fo = { [ obliczone dla Q}, fa = Z D, &, (2.13)
i€D
czyli wyrézniamy czynnik liniowy, zalezny od ustalonego obcigzenia Q, oraz czynnik
rezydualny bedacy wynikiem modyfikacji modelowanych przez dystorsje wirtualne. Za-
L
uwazmy, ze skltadowa f,, spelnia te sama role co &; we wzorze (2.3).
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Pominawszy bardzo szczegdlne przypadki, macierz wplywu nie jest macierzg syme-
tryczna, a macierz ogdlna D zwykle nie bedzie nawet kwadratowa. Jej wymiar zalezy
od ilosci dystorsji (okreslajacej liczbe kolumn macierzy) oraz od liczby parametréw, kté-
re chcemy badZz musimy uwzgledni¢. Oczywistym jest, ze w rozwigzaniach konkretnych
probleméw, wykorzystujacych macierz wpltywu, powinno dazyé sie (o ile jest to mozli-
we) do ograniczenia jej rozmiaru. Latwo bowiem zauwazy¢, ze na przyklad w przypadku
konstrukeji kratowej sktadajacej sie z n elementéw, przy zalozeniu, ze modyfikacja mo-
ze dotyczy¢ kazdego z nich, liczba kolumn ogdélnej macierzy wpltywu bedzie réwna n,
natomiast pelna, odksztalceniowa macierz wplywu — tzn. grupujaca wplyw kolejnych
dystorsji elementarnych na odksztalcenia wszystkich pretow konstrukeji — bedzie miala
wymiar n X n.

2.3.3. Podstawowe definicje

Zanim przedstawimy ogolny przepis na obliczanie macierzy wplywu podajmy liste
uzytecznych definicji, prowadzacych do sformutowania tego algorytmu — sg to kolejno:
funkcja odpowiedzi — dowolna funkcja liniowo zalezna od przemieszczen weztowych

konstrukeji dyskretne;j;

dystorsja wirtualna — odksztalcenie wstepne elementu konstrukeji (oddziatywanie po-
zastatyczne analogiczne do imperfekcji geometrycznej lub obcigzenia termicznego);

dystorsja jednostkowa — dystorsja wirtualna powodujaca jednostkowe odksztalcenie
swobodnego elementu konstrukeji;

obciazenie kompensacyjne — samoréwnowazne obcigzenie realizujgce w elemencie
stan odpowiedniej dystorsji jednostkowej (a w ogdélnym przypadku — dowolnej),
a wiec wywolujace pewne wstepne odksztalcenie — jednostkowe w przypadku ele-
mentu swobodnego (lub statycznie wyznaczalnego);

wektor wplywu — okreéla odksztalcenia (lub inng liniows, odpowiedZ konstrukeji) na
skutek przylozenia jednostkowej dystorsji wirtualnej;

macierz wplywu — grupuje wektory wpltywu otrzymane dla poszczegélnych dystorsji
jednostkowych.

Posérod wymienionych powyzej pojeé¢ pojawiajg sie dwa nowe. Pojecie wektora wplywu
wprowadzono gtéwnie dla wygody — stanowi on po prostu pojedyncza kolumne macierzy
wplywu. Zauwazmy réwniez, iz jest to pewien przypadek wektora funkcji odpowiedzi.
Bardziej istotng natomiast, i wymagajaca doktadniejszego wyjasnienia jest definicja ob-
ciazenia kompensacyjnego.

2.3.4. Obciazenie kompensacyjne

Jak wiadomo w Metodzie Elementéw Skoriczonych (stanowigcej fundament dla MDW)
niewiadomymi sg przemieszczenia weztéw konstrukeji, natomiast wektor prawej strony
podstawowego réwnania MES dla statyki stanowig statyczne obcigzenia weztowe. Wielko-
Sci pozastatyczne (takie jak, np.: obcigzenia termiczne, odksztalcenia wstepne, dystorsje)
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musza wiec by¢ zamienione na ekwiwalentne im obcigzenia statyczne. Zatem obciaze-
nie kompensacyjne adekwatne dla danej dystorsji wirtualnej to po prostu odpowiedni
uktad (uogdlnionych) sit weztowych kompensujacy niejako jej wptyw na konstrukcje.

W celu obliczenia odpowiedniego wektora wplywu dystorsja jest z reguly naktadana na
pojedynczy element konstrukeji, stad obcigzenie kompensacyjne réwniez bedzie ukladem
sit dzialajacych tylko na wezly okreslonego elementu. Obcigzenie to musi realizowaé stan
odpowiedniego jednostkowego odksztalcenia elementu swobodnego (tj. np. “myslowo wyje-
tego” z konstrukeji, rys. 2.2), skad wnioskujemy, iz musi to by¢ uktad sit samordéwnowaza-
cych sie. Oczywidcie element taki stanowi w rzeczywistosci integralng czesé konstrukeji i —
o ile nie mamy do czynienia z lokalng statyczna, wyznaczalnoscia — w wyniku przylozenia
obcigzenia kompensacyjnego, w calej konstrukeji powstana pola wstepnych odksztalcert
i naprezen, a finalne odksztalcenie elementu z dystorsjg nie bedzie juz jednostkowe. Jak
widaé¢ konkretne obcigzenie kompensacyjne zalezeé¢ bedzie przede wszystkim od rodzaju
elementu (liczby jego weztéw, rodzaju uogélnionych sit weztowych itp.), ale réwniez od
typu dystorsji, ktérg chcemy w nim zrealizowac.

Rys. 2.2. Wplyw dystorsji przylozonej w jednym z elemenetéw oraz obcigzenie kompensacyjne
ja realizujace. Dla N = FE3A3 otrzymamy dystorsje jednostkowg €3 = 1.

W przypadku elementu kratowego mamy do czynienia tylko z jednym typem dystorsji
wirtualnej — jest nig wstepne wydluzenie preta. Obcigzeniem kompensacyjnym jest tu
samoréwnowazaca sie para sit rozciggajacych pret (rys.2.2) — sily przylozone sg osiowo
do przeciwlegtych koncéw preta, natomiast wartosé kazdej z nich jest réwna sztywno-
ci podluznej preta. Oznacza to, ze taki “oswobodzony” pret doznalby dwukrotnego®
rozciggniecia — przylozone sily realizujg wiec w elemencie stan wstepnego odksztatcenia

6)Fakt ten nie koliduje w zaden sposéb z przyjetym zalozeniem malych przemieszczen. Dystorsja
jednostkowa wymagajaca az jednostkowego wstepnego odksztalcenia elementu jest tylko pewnym stanem
wirtualnie nakladanym na konstrukcje w celu otrzymania unormowanej odpowiedzi, ktéra zapisujemy
w macierzy wplywu. Odpowiedz ta jest wykorzystywana do modelowania dystorsjami (przynajmniej
potencjalnie rzeczywistych) zmian pewnych parametréw konstrukcyjnych — jest ona przeskalowywana
przez te dystorsje do wielkodci, ktére powinny spelniaé¢ ograniczenie malych przemieszczen.
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jednostkowego. Na rys. 2.2 przedstawiono prostg konstrukcje kratows, w ktérej wprowa-
dzono dystorsje w jednym z elementéw przy pomocy kompensacyjnej pary sit N. Przyj-
mujac, ze N = E;A; zrealizujemy w elemencie nr 3 stan dystorsji jednostkowej: é3 = 1,
za$ wyznaczone wtedy odksztalcenia wszystkich pretéw kratownicy stanowi¢ moga 3-cig,
kolumng odksztalceniowej macierzy wplywu.

2.3.5. Algorytm wyznaczania macierzy wplywu

Ponizej prezentujemy ogdlny algorytm obliczania macierzy wptywu. Dotyczy on kon-
strukeji skladajacej si¢ wiasciwie z dowolnych elementéw skoriczonych. Od rodzaju ele-
mentu skoniczonego zaleze¢ bedzie liczba i typ mozliwych do nalozenia na niego dystorsji
jednostkowych, a zatem réwniez i sposéb realizacji odpowiedniego obcigzenia kompen-
sacyjnego. Efektywnosé algorytmu wymaga, aby (oprécz standardowych procedur typu
przygotowanie miejsca w pamieci komputera dla obliczanej macierzy wpltywu itp.) wy-
konana na wstepie zostata dekompozycja symetrycznej macierzy sztywnosci konstruk-
cjii K = LLT czyli wymaga wyznaczenia dolnotréjkatnej macierzy L (tzw. rozktad
Banachiewicza—Cholesky’ego macierzy symetrycznej). Nastepnie dla kazdej obliczanej ko-
lumny macierzy wplywu nalezy kolejno postepowaé¢ wedlug nastepujacych punktow:

e Wyznaczamy wektor statycznego obcigzenia kompensacyjnego Q(e) ekwiwalentnego

natozeniu na element e okreslonej dystorsji jednostkowej j.

e Dokonujemy transformacji obcigzenia Q(e), konstruujac globalny wektor kompen-
sacyjnego obciazenia statycznego Q adekwatny natozeniu na konstrukcje dystorsji
jednostkowej 7.

e Rozwigzujemy uklad rownan réwnowagi statycznej konstrukeji Kq = Q, przy za-
danym obcigzeniu kompensacyjnym. Do rozwigzania uktadu wykorzystujemy ma-
cierz L, uzyskana z dekompozycji macierzy K. Otrzymujemy wektor uogélnionych
przemieszczen q wywolanych przyjetym stanem dystorsji jednostkowej.

e Wektor przemieszczen q stanowi peilng kolumne przemieszczeniowej macierzy wpty-
wu — w praktyce w wielu zagadnieniach czegsto istotne sa tylko niektore z przemiesz-
czen i tylko te magazynujemy (bedzie to specyficzna ogdlna macierz wptywu). Ge-
neralnie jednak wektor q wykorzystujemy do obliczenia wektora funkcji odpowiedzi
czyli istotnych dla danego zagadnienia wielkosci, ktérych wplyw mozna pdzniej ska-
lowaé i superponowa¢. W przypadku ogdlnej macierzy wplywu magazynujemy wiec
dowolnie przez nas okreslone liniowe kombinacje obliczonych przemieszczen wezto-
wych. Z kolei wektor wplywu fundamentalnej dla wyznaczania dystorsji macierzy
odksztatceniowej dostaniemy, obliczajac interesujace nas odksztalcenia elementéw
konstrukeji. W tym celu kolejno dla kazdego interesujacego nas elementu skoriczone-
go e okreslamy wektor lokalnych weztowych przemieszczen uogélnionych q', ktéry
nastepnie wykorzystujemy do wyznaczenia wielkosci opisujacych odksztalcenie tego
elementu. Liczba tych wielkosci zaleze¢ bedzie od typu elementu skoticzonego.

Calg procedure powtarzamy dla kolejnych stanéw dystorsji jednostkowych. Nalezy przy
tym jeszcze raz podkreslié, iz dysponujemy zdekomponowang (jednorazowo, na poczatku
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algorytmu) macierzg sztywnosci konstrukeji K, co znacznie obniza koszty numeryczne,
natomiast istota postepowania sprowadza si¢ do wyznaczenia kompensacyjnego wektora
prawej strony statycznego réwnania réwnowagi oraz przeksztalcenn bazujacych na otrzy-
manym wektorze uogélnionych przemieszcezen weztéw konstrukeji.

Przedstawiona procedura pozwala wyznaczy¢ macierz wplywu wykorzystywana w kla-
sycznej Metodzie Dystorsji Wirtualnych, odpowiednia dla zagadnien statyki konstrukcji.
Mozna wiec tutaj méwi¢ o statycznej macierzy wpltywu. Macierz tg starano si¢ réw-
niez wykorzystywa¢ w pewnych problemach dynamiki konstrukeji, gdzie musiata ona by¢
obliczana dla kazdego kroku czasowego. Pojecie i algorytm wyznaczania dynamicznej
macierzy wplywu, czy tez raczej tzw. impulsowej macierzy wplywu, pozwalaja-
cej na konsekwentne wykorzystanie idei dystorsji wirtualnych w zagadnieniach dynamiki
malych drgan, zaprezentowane zostang w dalszej czesci pracy.

2.3.6. Przykladowe macierze wplywu dla kratownic

Ponizej zamieszczono dwa proste przyktady wyznaczania macierzy wpltywu dla dwu-
oraz troj-elementowej kratownicy. Przyktady podaja analityczne wyrazenia na macierze
wplywu w zaleznosci od cech ich elementéw. Oczywiscie w praktycznych przypadkach
wszystkie obliczenia sg przeprowadzane numerycznie wedlug przedstawionej powyzej pro-
cedury z wykorzystaniem algorytméw Metody Elementéw Skoriczonych.

Przyklad 2.1: Wyznaczymy macierz wptywu dla rozpatrywanej uprzednio kratownicy
sktadajacej sie z dwéch elementéw (rys.2.1(a)). Przyjmujac pola przekrojéw poprzecznych
oraz moduty Younga dla pretéw jako (odpowiednio): A;, Ay oraz E;, E,, tatwo mozemy
wyznaczy¢ sity osiowe w elementach dla konstrukcji obciazonej w przesuwnym wezle sita P
(rys.2.1(d)):

Ey Ay FEyAy

Ny = 1 Ny = — 272
VT ELAL + ByAy 27 BLA, + ByA,

P, (2.14)

a nastepnie odksztatcenia podtuzne — w przypadku tej konstrukcji identyczne dla obu pretéw:

B P
a ElAl -+ EQAQ.

€1 = &2

(2.15)

Powyzsze wyrazenie na odksztatcenia tak obciazonej kratownicy pozwala nam okredli¢
wszystkie sktadowe macierzy wptywu. Zauwazmy bowiem, ze natozenie pary sit kompensacyj-
nych P; na j-ty element tej konstrukcji (j = 1,2) jest réwnowazne przypadkowi obciazenia
jej sita P = P; jak na rys.2.1(d). Wprowadzenie stanu dystorsji jednostkowej w j-tym pecie
kratownicy oznacza, ze warto$¢ kazdej z sit kompensacyjnych réwna sie sztywnosci podtuzne;j
tego preta. Podstawiajac zatem P = P; = E;A; do réwnari (2.15) otrzymujemy wzér na
(w tym przypadku sobie réwne) obie sktadowe j-tej kolumny macierzy wptywu:

E;A;

Dy = Doy — — 977
1 T BAL + ByAy

(j=1,2). (2.16)
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Cata macierz wptywu ma wiec postac:

E1A1 EQAQ
D — E Ay + EyAy  E1 A + EyAy . (2.17)
E A, Ey A

E Ay + EyAy  E1 A+ EbA,

Jak widaé (w ogdlnosci) nie jest to macierz symetryczna.

W szczegdlnym przypadku, gdy oba prety kraty sa wykonane z materiatéw o takich samych
wiasnosciach sprezystych (tj. gdy £y = F5), macierz wptywu upraszcza sie do postaci zaleznej
tylko od pél przekrojéw poprzecznych:

Ay Asy
AL+ Ay A+ A
D= A, A, (2.18)

Al + Ay A+ A

Analogiczy wzdr otrzymamy dla przypadku identycznych pdl przekrojéw (A; = As), przy
dowolnych modutach sprezystosci materiatéw, z ktérych wykonane sa prety. Wystarczy tylko
w wyrazeniu (2.18) podstawi¢ E; zamiast A; (i = 1,2). Z kolei dla obu pretéw o takich
samych cechach sztywnosciowych (tj. kg}l = kgll) wszystkie sktadowe macierzy wptywu sa
réwne 1/2.

Wykorzystujac wzér (2.16), tatwo mozna pokazaé sensowny przyktad ogdlnej macierzy
wptywu D. Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej istotnym parametrem jest pionowe przemiesz-
czenie swobodnego wezta kratownicy. Zatem ogdlna macierz wptywu, w ktdrej postanowiliSmy
zapisa¢ wptyw dystorsji jednostkowych na to przemieszczenie jest réwna

5 E AL FyAsL
| F1A + FyAy Ei A+ EyAs |

(2.19)

Przyklad 2.2: Rysunek 2.3(a) przedstawia kratownice o trzech pretach sprezystych.
Dla uproszczenia przyjmujemy, ze sztywnosci wszystkich elementéw kratownicy sa takie same,

tzn.:
D = kD = k%) = EA. (2.20)

(a) (b) (c)

EA 7 7
EA EA 1 3 1 3

P P

Rys. 2.3. Tréjelementowa kratownica sprezysta.
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Dla obciazenia sita P przytozona jak na rys. 2.3(b) otrzymujemy nastepujace réwnania na
sity osiowe:

cos?(a) 1

Ny=Ny= e - P
! P T 1+ 2c083(a) T 1+ 2c08 ()

(2.21)
Wzory te wykorzystamy do obliczenia odpowiedzi sprezystej (tj. odksztatceri) konstrukgji dla
dystorsji jednostkowej natozonej na element $rodkowy.

Dla obciazenia przytozonego jak na rys. 2.3(c) sity osiowe w pretach sa nastepujace:

_ 1+44cos’(w)
2+ 4cos3(a)

cos() 1

N _ s\ P S
! 1+2cos?(ar) ’ 2 + 4 cos?(a)

Ny (2.22)
Ze wzgledu na symetrie pretéw 1 i 3, analogiczne wyrazenia otrzymamy dla obciazenia P
przytozonego w tym samym wezle, ale o kierunku wzdtuz osi elementu nr3. Réwnania te
postuza okresleniu odksztatcern wywotanych dystorsjami w pretach ukosnych.

Efekt dystorsji jednostkowej zadanej w Srodkowym precie kraty uzyskamy przyktadajac do
jego koncdw pare sit osiowych o wartosciach k:gll Jest to réwnowazne obciazeniu konstrukgcji
sita P = k:gll zgodnie z rys.2.3(b). Analogicznie, jednostkowa dystorsje w elemencie nr1
realizuje obciazenie P = kg}l przytozone jak na rys.2.3(c). Zauwazmy, ze ze wzgledu na
réwnos$¢ sztywnosci podtuznych (2.20), w kazdym z przypadkéw faktycznie przyjmujemy war-
tos¢ P = E'A. Odpowiedz sprezysta konstrukcji otrzymamy obliczajac odksztatcenia sprezyste
w kazdym z elementéw:

_ N N ' —1.2.3 2.23
61_1{:(—”_@7 (2_77)' ( )
FA

Sktadowe pierwszej kolumny macierzy wptywu sa réwne Dy; = ¢;, gdzie ¢; stanowia od-
ksztatcenia obliczone dla dystorsji jednostkowej zadanej w elemencie nr1, tj. dla obciazenia
P = EA przytozonego jak na rys.2.3(c). Sktadowe kolumny $rodkowej wynosza Dy; = ¢,
gdzie odksztatcenia ¢; obliczono dla dystorsji jednostkowej zadanej w elemencie nr2, tj. dla
obciazenia P = E A przytozonego jak na rys. 2.3(b). Ostatnia kolumne wyznaczamy analogicz-
nie jak pierwsza (dzieki symetrii strukturalnej pretéw nrl i 2). W ten sposéb, wykorzystujac
réwnania (2.21), (2.22) oraz (2.23), wyznaczamy petna, odksztatceniowa macierz wptywu dla

kratownicy:
. 1+ 4cos®(a) 2cos?(a) -1
= i deon(a | 2e®@ 2 Zeosle) o (224)
-1 2cos*(a) 1+ 4cos(a)

Jak wida¢ nie jest to macierz symetryczna. tatwo mozna réwniez oszacowaé, ze (przy spetnie-
niu przyjetego zatozenia @ € (O , g)) elementy na przekatnej wynosza: Dy = D33 € (% , %)
Dy € (5,1), a wiec zawsze s3 dodatnie i nie wigksze niz 1.

2.3.7. Podsumowanie: cechy i przeznaczenie macierzy wplywu

Stanowiaca fundament MDW odksztalceniowa macierz wptywu charakteryzuje si¢ na-
stepujacymi wilasciwosciami:
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e jest macierza kwadratowa,

ma na diagonali skladniki dodatnie, ale nie wigksze od jednosci, tzn.: 0 < D;; < 1
(poza diagonalg sktadowe mogg przyjmowaé¢ wartosci dowolne),

e jest niezbedna dla obliczenia dystorsji wirtualnych modelujacych pewne oddziaty-

wania o charakterze nieliniowym.

Macierz ta jest szczegélnym przypadkiem ogdlnej macierzy wplywu (macierzy odpowie-

dzi), ktéra — w ogdélnosci — nie posiada powyzszych cech. Ogdlna macierz wptywu pozwala

na szybkie uwzglednienie wpltywu modyfikacji modelowanych przez dystorsje wirtualne na

istotne w danym zagadnieniu parametry, bez odwolywania si¢ przy tym do numerycznego

modelu konstrukcji. Moze to w istotny sposéb poméc w stosowaniu MDW, ktérej istota
polega na mozliwosci wielokrotnego, wirtualnego modyfikowania konstrukcji — modyfiko-

wania zautomatyzowanego, tzn. pod kontrolg algorytmoéw sterujacych.

2.4. Zastosowania MDW w zagadnieniach statyki oraz jej za-

lety i ograniczenia

2.4.1. Zastosowania

Metoda Dystorsji Wirtualnych znalazla zastosowanie w nastepujacych zagadnieniach

statycznych:

opis stanéw sprezeri w jedno- i wielofazowych ustrojach sprezystych [10, 11, 12],
optymalne przeprojektowywanie (remodelling) ustrojéw sprezystych (polegajace na
przenoszeniu czesci materiatu z jednego miejsca konstrukeji w inne), w szczegdlnosci
projektowanie optymalnej topologii konstrukeji kratowych [15, 16, 14, 20, 36, 37, 35]
oraz ramowych [40, 21, 46],

modelowanie wzmocnienia i ostabienia materiatu [35],

opis (odcinakmi liniowo modelowanych) nieliniowosci fizycznych typu locking mate-
rials lub ustrojéw z luzami wewnetrznymi [10],

analiza wrazliwosci pol naprezen, odksztalcen i przemieszezent na modyfikacje para-
metréw projektowych (np. pola przekroju elementu) [35],

modelowanie rys i peknieé oraz ich postepujacego rozwoju (budowle historycz-
ne) [50, 51, 52],

analiza niezawodnosci i postepujacego zniszczenia (wieze wiertnicze) [49],
modelowanie zachowania elementéw aktywnych w ustrojach sterowalnych (tzw.
smart structures) [24, 22, 17, 19, 26, 15, 16, 21],

modelowanie i analiza sieci wodnych, dzieki zastosowaniu idei i algorytméw MDW
(adaptacja dla réwnan przepltywu cieczy) [23].

2.4.2. Zalety

Podstawowymi zaletami MDW sa;:
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e wzgledna prostota,

e cfektywne wykorzystanie pierwotnego modelu ustroju (dokonywane sg tylko mody-
fikacje wirtualne),

e beziteracyjne rozwigzywanie pewnych zagadnien, ktore przy uzyciu klasycznych me-
tod wymagaja stosowania iteracji,

e mozliwo$é¢ wykorzystania opracowanej metodologii jak réwniez podstawowych opro-
gramowanych i przetestowanych algorytméw (po ewentualnej niezbyt skomplikowa-
nej adaptacji) do analogicznych zagadnieri liniowych z innych dziedzin.

2.4.3. Ograniczenia

MDW podlega dosy¢ restrykcyjnym ograniczeniom, ktére nalezy wzia¢ pod uwage,
rozwazajac mozliwosé¢ jej stosowania. Sg to przede wszystkim:

e liniowo$¢ geometryczna (istotg MDW jest intensywne wykorzystanie zasady su-
perpozycji) — w przypadku duzych przemieszczen MDW mozna stosowaé, jesli na
kolejnych przyrostach aktualizuje sie macierz wpltywu, co czesto moze okazaé sig¢
mato efektywne,

e problem rozmiaru macierzy wplywu,

e mozliwo$é¢ stosowania do zagadnien statycznych, badZz quasi-statycznych.
Odpowiedzig na ostatnie z ograniczen jest prezentowana w niniejszej pracy oryginalna
wersja metody — Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych — przeznaczona dla
dynamicznych uktadéw liniowych.



ROZDZIAL

Dystorsje wirtualne
w plaskiej konstrukcji ramowe;j

3.1. Wprowadzenie

W rozdziale poprzednim przedstawiono koncepcje statycznej Metody Dystorsji Wir-
tualnych na przyktadzie konstrukcji kratowych. Jak juz wspomniano, w przypadku teorii
kratownic trywializacji ulega wiele aspektéw samej juz teorii konstrukeji, a zatem rowniez
Metody Elementéw Skoriczonych (MES), ktéra stanowi baze dla MDW. Jest to powodem
pewnych uproszczen, ktére pojawiajg si¢ w sformutowaniu MDW dla krat, co zresztg po-
zwala na bardzo przystepng prezentacje jej giéwnych idei. Gléwnej tego przyczyny nalezy
upatrywa¢ w fakcie, iz stan odksztalcenia elementu kratowego ma tylko jedna skladowa,
a co za tym idzie istnieje tylko jeden mozliwy typ imperfekcji (wydtuzenie lub skrécenia
preta kratowego), a wiec jeden rodzaj dystorsji, ktéra mozna wykorzysta¢ do modelowa-
nia zmiany jedynego parametru sztywnosci jakim jest sztywnosé podiuzna. W przypadku
elementéw ramowych taka trywializacja juz nie wystepuje.

W tym rozdziale podane zostanie sformutowanie MDW dla plaskich konstrukeji ramo-
wych. Zaprezentowane tutaj postepowanie bedzie jednak mialo o wiele bardziej ogdlny
charakter — podobnie jak poprzednio przedstawione koncepcje dadzg sie uogdlnié¢ dla
ustrojéw sktadajacych si¢ z innych elementéw skoriczonych, przy czym uchwycone zo-
stang aspekty, ktére nie wystepowaly w przypadku kratownic. W pracy [21] podano
realizacj¢ dystorsji wirtualnych dla elementach ramowych, jednak w nieco innym ujeciu
niz w niniejszym opracowaniu (nie skorzystano z rozwigzania zagadnienia wlasnego dla
macierzy sztywnosci elementu skoriczonego).

35
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Rozdzial jest do$¢ obszerny. Na wstepie przypomniane zostang podstawowe pojecia,
rownania i zwigzki dotyczace teorii dwuwymiarowych ram ptlaskich oraz belkowego ele-
mentu skoniczonego. Zostang przedstawione rodzaje dystorsji “punktowych”, ktére mozna
realizowa¢ w belkach, oczywiscie konsekwentne z wystepujacymi w nich stanami uogél-
nionych odksztalcen. Dla elementu skoniczonego przedstawiony zostanie sposéb okreslania
podstawowych stanéw deformacji, a zatem i dystorsji wraz z odpowiadajacymi im ukla-
dami sit kompensacyjnych. Jak tatwo przewidzie¢ liczba dystorsji zaleze¢ bedzie stopni
swobody elementu, a sugerowane postepowanie (dla dowolnych elementéw skoriczonych)
polega¢ bedzie na rozwigzaniu zagadnienia wiasnego macierzy sztywnosci elementu w celu
okreslenia jego deformacji wlasnych. W dalszej czesci rozdziatu pokazany zostanie spo-
séb budowy macierzy wptywu dla konstrukeji ramowych (zilustrowany przyktadami), na
zakoriczenie za$ przedstawiona zostanie idea modelowania defektéw w belkach zwigzana
z modyfikacjg ich parametréw projektowych.

3.2. Podstawowe réwnania belki plaskiej

Rysunek 3.1 przedstawia fragment prostego preta pryzmatycznego, ktérego o$ jest
rownolegla do osi x prawoskretnego ukladu wspélrzednych kartezjariskich Oxyz. Mniej
lub bardziej doktadny opis zginania, skrecania i rozciggania takiego preta mozna tatwo
znalezé w wielu pozycjach z literatury dotyczacej mechaniki budowli — np. [4], jak réwniez
Metody Elementéw Skoniczonych (dla mechaniki) — np. [45, 2, 47, 32, 54, 38]. Bedziemy
rozpatrywaé zagadnienie osiowego rozciggania ($ciskania) i jednoczesnie plaskiego zgina-
nia takiego preta w plaszczyzZnie z = const. Podamy podstawowe réwnania opisujace to
zagadnienie w ramach tzw. teorii I rzedu, ktéra jako podstawe przyjmuje zafozenie matych
przemieszczen. 7 zalozenia tego wynika miedzy innymi fakt, ze dla preta prostego réwna-
nia opisujace stan osiowego rozciggania ($ciskania) oraz stan zginania sg wzgledem siebie
rozdzielone, a zatem stany te moga by¢ rozwiazywane catkowicie niezaleznie, a nastepnie
— dzigki wykorzystaniu zasady “zesztywnienia”, obowiazujacej przy malych przemiesz-
czeniach — superponowane. Na rys. 3.1 przedstawiono réwniez obciazenia zewnetrzne
— sg to dzialajgce na jednostke diugosci preta: sita podtuzna n,, sita poprzeczna t, oraz
moment zginajacy m..

vh

N
<Y

Rys. 3.1. Pret ramy plaskiej.
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M, tydx M +dM,
m,dx
-«
N, n.dx N +dN,
T, T 4T,

dx
Rys. 3.2. Réwnowaga lokalna plaskiego preta ramowego.

Wycinek preta o diugosci dr wraz z wszystkimi dzialajagcymi nan uogélnionymi sitami
pokazano na rys.3.2. Oprécz obcigzen zewngtrznych na infinitezymalny element belki
dzialaja uogdblnione sity przekrojowe:

o N,, T, — sity: podluzna i poprzeczna,

e M. — moment zginajacy belke w plaszczyznie z = const.

Uogolnione sity przekrojowe sg catkami odpowiednich naprezeri po polu przekroju po-
przecznego preta:

N, = /am dA, T, = /amy dA, M, = /azydA. (3.1)
A A A

Aby wycinek belki znajdowal sie w stanie rownowagi, wszystkie dzialajace na niego
obcigzenia muszg, spelnia¢ warunki réwnowagi ptaskiego uktadu sit: Y~ X =0, >V =0,
> M, = 0. Podstawiajac do nich sily dzialajace na wycinek dzx, otrzymujemy réwnania
réwnowagi, wigzace uogélnione silty przekrojowe z obcigzeniami zewnetrznymi:

dN, dT, dM,

=0, —+1t,=0,
dx o dx+y dx

Punkty lezace na osi odksztalcalnego preta moga doznawaé przesunieé, a przypo-

+T,4+m, =0. (3.2)

rzgdkowane tym punktom przekroje — obrotéow. Sktadowe wektora uogdélnionych prze-
mieszczen osi preta to:

e u, w — przemieszczenia poziome i pionowe punktow osi preta,

e . — kat obrotu (w plaszczyZnie z = const) przekrojéw poprzecznych belki; w ogdl-
nosci zakladamy, ze obrét ten nie jest tozsamy z katem, jaki odksztalcona os preta
tworzy z osig x; natomiast w szczegdélnosci przyjmowaé bedziemy tzw. zaloZenie
Bernoulliego, w ktérym rezygnujemy z kinematycznej niezaleznosci kata ¢, — jest
on wtedy w jednoznaczny sposéb zalezny od ugiecia w.

Ponadto nalezy przypomnie¢ i podkresli¢, ze przyjmujac zatozenie matych przemieszczen
zaktadamy, iz zaréwno przesunigcia jak i obroty przyjmuja odpowiednio mate wartosci.

7 opisanymi przemieszczeniami wigza si¢ uogdélnione odksztalcenia pr¢ta — nalezg
do nich:

e ¢, — wydtuzenie osi preta (odksztalcenia podtuzne),
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e p, — usredniony kat odksztalcenia postaciowego (odksztalcenia postaciowe),

e r, — krzywizna osi preta (odksztalcenia zgigciowe).
Odksztalcenia podtuzne i zgieciowe (krzywiznowe) nie wymagaja chyba komentarza. Na-
lezy natomiast przypomnie¢, ze kat odksztalcenia postaciowego jest pewna usrednions,
miara deplanacyi przekroju poprzecznego belki — w modelu matematycznym przekrdj
ten po deformacji (tj. wygieciu belki) pozostaje plaski, ale obrécony o pewien (usred-
niony) kat w stosunku do pierwotnego polozenie prostopadlego wzgledem osi gléwnej.
Taki model jest czesto okreslany mianem belk: Timoshenki. Wzajemne korelacje pomieg-
dzy ugigciem w, katem odksztalcenia postaciowego p,, oraz catkowitym katem obrotu ¢,
przekroju poprzecznego belki plaskiej przedstawiono na rys.3.3(a). Wplyw odksztalceni
postaciowych jest z reguly o wiele mniejszy niz odksztalcenn krzywiznowych i nalezy
go uwzgledniaé¢ tylko w przypadku belek o (wzglednie) do$¢ “wysokim” przekroju po-
przecznym. Zazwyczaj mozna ten wplyw zaniedba¢ przyjmujac zalozenie Bernoulliego
wraz z wynikajacymi z niego konsekwencjami (patrz dalej). Przypadek ten pokazano
na rys. 3.3(b).

(a) (b)

belka Timoshenki

x|

Rys. 3.3. Wzajemne relacje pomiedzy w, ¢, i p, dla przypadkéw: (a) uwzgledniania od-
ksztalcen postaciowych (wedtug hipotezy Timoshenki), (b) stosowania zalozenia Bernoulliego.

Zwiazki geometryczne okreslajace relacje pomiedzy odksztalceniami uogdlnionymi
i przemieszczeniami osi belki sg nastepujace:

du dw _ dy,

emzaa Py:%—@m /{Z_dl'.

(3.3)

Przyjmujemy, ze dla kazdego x przekréj preta wykonany jest z jednorodnego, izotropo-
wego materiatu liniowo spezystego. Zatem zwiazki konstytutywne — laczace uogdlnione
odksztalcenia sprezyste z sitami wewnetrznymi — maja nastepujaca postac:

N, . BT, . M, R
T = 9 z — Z 3.4
EA + € py GA + py K EJZ T A ( )

€r —
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gdzie: E, G = 2(1—131/) to moduly Younga i Kirchhoffa sprezystego, izotropowego mate-
rialu preta (v jest liczbg Poissona), A, J, = [ A y?>dA to pole przekroju poprzecznego

oraz jego moment bezwladnosci wzgledem osi z, natomiast:

_ A [ S2y)
b= J/ CIO (35)

jest pewng, bezwymiarows, charakterystyka ksztaltu przekroju poprzecznego preta, przy
czym: S, (y) to moment statyczny odpowiedniej czesci przekroju obliczony wzgledem osi z,
za$ b, (y) — szerokos¢ przekroju w odleglosci y od osi z.

W réwnaniach konstytutywnych (3.4) pojawiaja si¢ bardzo wazne dla koncepcji dys-
torsji wirtualnych wielkosci: €, p,, £.. Sg to odpowiednie odksztatcenia uogélnione wyni-
kajace z oddziatywan pozastatycznych nalozonych na rozpatrywany przekréj belki, takich
jak np. imperfekcja geometryczna, czy obcigzenie termiczne. Odwrotna postaé¢ zwigzku
konstytutywnego jest nastepujaca:

R GA R X
N, =FEA(e, — €), T, = N (py — Py), M, =FEJ,(k, — k.), (3.6)
y

Zalozenie Bernoulliego méwi, ze przekroje poprzeczne belki (tj. prostopadle do jego
osi) nie tylko pozostaja plaskie po deformacji, ale réwniez prostopadle do osi odksztal-
conego preta (patrz rys.3.3(b)). Akceptujac to zalozenie, pomijamy catkowicie wpltyw
odksztalcent postaciowych, czyli przyjmujemy, ze p, = 0 (i oczywiscie réwniez p, = 0), co
oznacza (zgodnie z réwnaniem (3.3)s), ze kat obrotu osi preta jest teraz réwny:

dw
a krzywizna
d*w

Zatem kat obrotu ¢, przestaje by¢ zmienng niezalezna,.
Zgodnie ze zwigzkiem konstytutywnym (3.6), sila poprzeczna T, powinna by¢ teraz
zerowa. 7Z réwnania réwnowagi (3.2)3 wynika jednak, ze:

dM,
T, =— . —m,.

Oczywiscie w ogdlnym przypadku wyrazenie to jest niezerowe — nie mozna wiec pomijac

(3.9)

sit poprzecznych, gdyz niezbedne sg one do zachowania réwnowagi lokalnej. Zatem nie-
zerowa sita poprzeczna T, nie wykonuje pracy na zadnych odksztalceniach i nie podlega
zwigzkowi konstytutywnemu, gdyz musimy zrezygnowaé z wzoréw (3.4)s i (3.6)2. Jest to
pewna nickonsekwencja, a zarazem odmiennos¢ w stosunku do innych — witasciwych sit
wewnetrznych (tj. N, i M, ), wynikajace z przyjetego zalozenia. Sity poprzeczne nalezy
wiec w tym przypadku traktowaé raczej jako swego rodzaju reakcje wewnetrzna oblicza-
ng wedlug wzoru (3.9), a nie jako “pelmoprawng’ sile wewnetrzna, majaca swdj udzial
w energii sprezystej (rozumianej jako praca sit wewnetrznych na uogélnionych odksztal-
ceniach sprezystych).
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3.3. Dystorsje w belce plaskiej

Wprowadzenie dystorsji w danym punkcie konstrukeji oznacza wygenerowanie w tym
punkcie wstepnego odksztatcenia €. W przypadku belki przez punkt konstrukeji rozumie-
my przekrdj poprzeczny okreslony jednoznacznie przez wspétrzedna z. W kazdym prze-
kroju z belki okreslone sg uogélnione odksztalcenia (3.3), ktére grupujemy w wektor
uogdlnionych odksztalcen belki ptaskiej:

6&:
e |p, ] (3.10)

Rz

Jesli pomijamy odksztalcenia postaciowe (3.3)q, to dla kazdego x okreslony jest wektor
odksztalcenn uogélnionych w postaci:

e lem] . (3.11)

Rz

Zatem w kazdym punkcie x belki plaskiej mozemy wprowadzi¢ dystorsje jednoznacznie
okreslong przez wektor

(3.12)

N>
II&;
&
9
&
=3
o
o
>
II&;
&
1
>
8
_

przy czym w tym drugim przypadku catkowicie pomijamy dystorsje (odksztalcenia) po-
staciowe.

Sktadows €, wektora dystorsji bedziemy nazywaé dystorsja podluzna, natomiast
sktadowe /. i p, to dystorsja krzywiznowa oraz dystorsja postaciowa. Dystorsja
podiuzna opisuje wprowadzenie w punkcie belki wstepnego odksztalcenia podiuznego,
natomiast dystorsja krzywiznowa — wstepnego stanu czystego zginania. 7 kolei dystorsja
postaciowa opisuje wprowadzenie wstepnego stanu $cinania w punkcie preta. Przypo-
mnijmy jednak, ze w konstrukeji belkowej nie jest mozliwy stan czystego Scinania — od-
ksztalceniom postaciowym p, zawsze towarzyszy¢ bedg odksztalcenia stanu zginania .
Zatem nie mozna réwniez mowi¢ o generowniu w punkcie belki czystej dystorsji postacio-
wej py, gdyz towarzyszy¢ jej musi odpowiednia skltadowa zgigciowa i.. Mozna natomiast
wprowadzaé czyste wstepne odksztatcenia podtuzne €, albo krzywiznowe k., przy czym
kazde z nich z regulty wygeneruje w konstrukcji ramowej, ktérej fragmentem jest belka,
odksztalcenia resydualne dowolnej postaci.

3.4. Element skonczony ramy plaskiej

W podrozdziale tym zajmiemy si¢ ramowym elementem skoriczonym. Istnieje bogata
literatura dla Metody Elementéw Skoriczonych [45, 54, 32, 47, 2, 3, 38, 4, 9] — w kazdej
z tych pozycji mozna znalez¢ opis elementéw ramowych.
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v
T, w,
A M,, ¢,
E.G.A.I.B, \
4 1 e 2 >—>
Ny, uy z Ny, u, x
M. le , W,

| L |

Rys. 3.4. Element skonficzony ramy plaskiej.

Rozpatrzmy element skoriczony ramy plaskiej pokazany na rys. 3.4. Przyjmujemy,
ze element e o dlugosci L, w calosci wykonany jest z materialu sprezystego o module
Younga E i module Kirchhoffa G. Pole przekroju poprzecznego elementu wynosi A, a jego
geometri¢ dodatkowo okreslajg modutl bezwladnosci J, i charakterystyka ksztattu 3,. Na
rysunku przedstawiono dodatnie kierunki zaréwno uogélnionych przemieszczen weztow
elementu, jak i uogdlnionych sit weztowych. Wektor uogdlnionych przemieszczen
wezlowych, okreslony w ukladzie lokalnym elementu, ma postac:

e T
a9 =[w w @ u wy g (3.13)

natomiast silty wezlowe grupujemy w wektor wezltowych obciazen statycznych w na-
stepujacy sposéb:

T
Q(e) - [Nl Tl Ml N2 T2 M2:| . (314)
Element e znajduje si¢ w réwnowadze, gdy spetnione jest réwnanie:
K©q® =Q©, (3.15)
gdzie symetryczna macierz sztywnos$ci elementu ramy plaskiej wyraza si¢ wzorem:
4 0 0 4 0 0 |
L L
12J, 6. 0 - 12J, 6.
(1+127y,) L3 (14 12v,) L2 (1+127,) L3 (14 12v,)L?
4(1 4 37yy) J. 0 — 6., 2(1 = 67y) J»
1412v,) L 14 12~,) L? 1+12v,) L
K(e) - E ( ’Yy) P ( ’Yy) ( ’Yy) ’ (3.16)
7 0 0
symetria 127, _ 6J.
(1+12v,) L? (1+12y,) L2
41+ 3vy) J.
L (1 + 12’71}) L |

Wystepujacy w powyzszej formule wspétezynnik «, wynika z uwzglednienia usrednionych
odksztalcen postaciowych i ma postac:
EJ, E S? 2(1 S?
_ BB / HOPyS. +”)/ =) (3.17)

W T T2GA T 126G, ) 2(2) 27, ] ()
A
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wynikajacg z wykorzystania wzoru (3.5). W przypadku, gdy pomijamy wpltyw odksztalcen
postaciowych v, = 0 1 wtedy wzor na macierz sztywnosci jest prostszej postaci:

—é A -

0 0 —-= 0 0
L L
127, 6J, 127, 6J,
e R = N
4. 6L 2l
L L2 L
K® =F : (3.18)
4 0 0
L
. 12, 6.7,
symetria e ~ 72
4,
L J

Przy wyprowadzeniu podanych tutaj a-priori wzoréw na macierz sztywnosci (3.16)
lub (3.18), ogromnie istotng role odgrywajg tzw. funkcje ksztaltu, okrelajace zwigzek
pomiedzy uogdlnionymi przemieszczeniami wezlow elementu, a jego polem uogdlnionych
przemieszczen. Bardziej szczegdtowo zostang one oméwione w nastepnym podrozddziale.

Dla zagadniert dynamiki oprocz macierzy sztywnosci potrzebne sg jeszcze macierz
bezwladnosci: M), oraz macierz ttumienia: C®). Macierze te (w przeciwietistwie do
macierzy sztywnosci) nie bedg nam potrzebne do opisu typéw dystorsyjnych, zatem tutaj
przypomnimy tylko krétko sposéb ich wyprowadzenia. Odpowiednie wzory mozna znalezé
w literaturze [45, 54, 32, 47, 2, 3, 6, 9].

Macierz bezwladnosci (zwana réwniez macierzg mas) otrzymywana jest poprzez réz-
niczkowanie po czasie pola przemieszczenn elementu i wykorzystanie zasady d’Alamberta.
Jest ona — podobnie jak macierz sztywnosci — symetryczna, i czesto nazywana jest konse-
kwentna” macierza bezwladnosci, poniewaz przy jej konstrukeji wykorzystuje si¢ te same
funkcje ksztaltu, co w przypadku macierzy sztywnosci. Czasem mozna réwniez postugiwaé
sie tzw. diagonalng macierza bezwladnosci, ktérg konstruuje sie dla mas skupionych w we-
zlach, czesto pomijajac przy tym rotacyjne stopnie bezwladnosci. Stosowanie diagonalnej
macierzy mas powinno by¢ konsekwentne, tzn. dla wszystkich elementéw konstrukeji, tak,
aby otrzymaé¢ diagonalng macierz bezwladnosci catej konstrukeji, co ma na celu zmniej-
szenie kosztow numerycznych i uproszczenie analizy dynamicznej. W ogélnosci jednak,
tego typu podejscie daje wyniki o wiele mniej doktadne i ma ono sens tylko w przypadku
dos¢ gestej dyskretyzacji lub gdy mamy do czynienia z dyskretnym rozktadem masy (duze
masy skupione w weztach).

Okreslenie macierzy tlumienia jest zagadnieniem o wiele bardziej skomplikowanym.
Jej postac zalezy od przyjetego modelu ttumienia. Na szczgécie w obszernej klasie zagad-
nienn dynamiki tlumienie moze by¢ catkowicie pominigte. Wyrazenie na elementows, ma-
cierz thumienia, C®), mozna otrzymaé postepujac analogicznie jak w przypadku macierzy
bezwtadnosci, przy czym zamiast czynnika gestosci masy wystepuje parametr ttumienia.

") Uzywana jest réwniez nazwa konsystentna macierz mas, nawigzujaca do terminologii angielskiej
(consistent [ang.] — konsekwentny, zgodny).
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Okreslanie tego parametru dla poszczegélnych elementéw nie jest proste i nie zawsze ma
sens, gdyz tlumienie jest jednak cecha o wiele bardziej wlasciwa dla catej konstrukceji niz
mozliwg, do zlozenia z thumienn charakterystycznych dla jej poszczegélnych fragmentow.
W praktyce zwykle okreéla si¢ macierz ttumienia globalnie dla calej konstrukeji. Najcze-
Sciej przyjmuje si¢ wtedy prosty model ttumienia proporcjonalnego, w ktérym globalna
macierz ttumienia konstrukeji C jest kombinacjg liniowg globalnej macierzy sztywnosci K
i globalnej macierzy bezwladnos$ci M, tzn.:

C = Oyew K + tyew M, (3.19)

gdzie Oyew 1 Qew S8 Wspolczynnikami tlumienia wewnetrznego i zewnetrznego. Procedura
ich wyznaczania bazuje na okresleniu tlumienia charakterystycznego dla poszczegdlnych
postaci drgan wlasnych, przy czym: jesli ayew = 0, to w konstrukeji postacie drgan odpo-
wiadajace najwyzszym czestosciom wlasnym sg tlumione stabo, natomiast jesli e = 0,
to postacie drgan o najwyzszych czestosciach sa ttumione silnie. Ttumienie konstrukeji
opisane macierza, C o postaci (3.19) nosi nazwe ttumienia Rayleigha.

3.5. Skladowe odksztalcenia i dystorsje w elemencie ramy pla-
skiej

Jak wiadomo w Metodzie Elementéw Skoriczonych (MES) stanowiacej podstawe dla
MDW niewiadomymi sg uogdlnione przemieszczenia weziéw konstrukeji. Z kolei wektor
prawej strony ukladu réwnan MES stanowig obciazenia weztowe. Oznacza to, iz wszyst-
kie obcigzenia statyczne konstrukeji musza by¢ najpierw sprowadzone do adekwatnych im
obcigzen weztowych. Réwniez oddzialywania pozastatyczne (w tym dystorsje wirtualne)
zastapione muszg by¢ ekwiwalentnym obciazeniem kompensacyjnym w postaci ukladu
uogdélnionych sit weztowych. Oczywiscie przemieszczeniowe warunki brzegowe uwzgled-
niane s w trakcie rozwigzywania podstawowego uktadu réwnan liniowych MES, a ich
obecno$¢ warunkuje mozliwosé wyznaczenia jednoznacznego rozwigzania (kinematyczne
warunki brzegowe muszg zapewnia¢ geometryczng niezmienno$¢ konstrukeji, czyli nie-
osobliwo$¢ macierzy sztywnosci). Po rozwigzaniu ukladu réwnari MES mozna staraé sie
uwzgledni¢ specyficzny charakter obcigzenia danego elementu rozpatrujac jego lokalna,
rownowage. Podobnie jak dowolnemu obcigzeniu elementowemu odpowiada pewien stan
obcigzent weztowych, tak i dowolng dystorsje, tj. wstepna deformacje elementu, mozna
sprowadzi¢ do pewnych wzglednych przemieszczen i obrotéw jego wezléw — te wstepne,
uogolnione przemieszcezenia weztow wyznacza wplyw lokalnie zadanej dystorsji na pozo-
state elementy ustroju. Z kolei pola przemieszczenn uogélnionych elementu skonczonego
w jednoznaczny sposob zaleza od przemieszczen weztowych tego elementu. Zaleznosé ta
opisana jest za pomocg wspomnianych juz funkcji ksztaltu. Dla réznych elementéw
skoriczonych funkcje te konstruowane sg w rézny sposéb, zawsze jednak w zaleznosci od
liczby i charakteru geometrycznych parametréw weztowych.

W zwigzku z rozdzieleniem stanéw odksztalcenia podiuznego i krzywiznowego, prze-
mieszczenia poziome pretowego elementu skoniczonego zalezg tylko od poziomych prze-
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mieszczen jego weztow:
u'®(2) = Ny, (2) uy + Ny, (2) us, (3.20)

natomiast jego ugiecia oraz katy obrotu przekrojow poprzecznych zaleza od przemieszczen
pionowych i obrotéw weztow:

w () = Ny, () w1 + Nug, (2) 1 4 N (2) w2 + Nug, () 02, (3.21)
90,(:) (l‘) = N‘Pwl (l‘) wy + N<P901 (l‘) Y1+ N¢w2 (.T) wa + N<P<.02 (.T) P2, (3'22)

Wystepujace w réwnaniach (3.20)(3.22) wielkosci Ny, (%), . . ., Ny, (2) to wlasnie funk-

cje ksztaltu elementu ramy plaskiej. Ich postaé¢ zostanie przedstawiona w dalszej
czesci tego podrozdziatu. Teraz przypomnijmy tylko, ze w przypadku teorii belek Ber-
noulliego zachodzi zwigzek (3.7), ktéry catkowicie uzaleznia kat obrotu gp(ze) () od ugie-
cia w(®(z). Zgodnie z tym funkcje ksztaltu wystepujace w réwnaniu (3.22) musza byé

w tym przypadku pochodnymi odpowiednich funkcji ksztattu z réwnania (3.21):

Nsowl(x) = N{le (l’), Nsom(x) = N{UW(ZL‘),
(3.23)
Now, () = Ny, (2), Ng, (1) = Ny, ().

Symbol “’” oznacza tutaj rézniczkowanie po zmiennej z, tj.: (...) = dé"').

Zdefiniujmy ponizej funkcj¢ wektorows opisujacg pola przemieszczenn elementu

ramy plaskiej: "
u'(x)

u®(z) ¥ w@ @) |, (3.24)
P ()
(e)

pamietajac, ze w przypadku belek Bernoulliego funkcja ¢’ (z) nie bedzie sktadowa, nie-
zalezng. Teraz zaleznos$¢ pola przemieszezen od uogdlnionych przemieszczen weztowych
mozna zapisaé zwiezle w postaci:

ul(z) = N“(z)q", (3.25)
gdzie N®)(z) jest macierza funkcji ksztaltu o postaci:

Nuu1 O 0 Nuu2 0 O

NO@) =1 0 Npw Nugr 0 Nuwy, Nug| - (3.26)
0 N¢w1 Nsosm 0 Nsow2 Ns0s02

7 kolei odksztalcenia uogélnione elementu ramy ptaskiej opiszemy funkcja, wek-
torows analogiczng z definicjami wektoréw (3.10) 1 (3.11), czyli:

el (x) ©
def qer | €2 (7)
€)= | p )], albo € (z) = : (3.27)
wi ()

kY (@)
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odpowiednio dla: elementéw skoriczonych uwzgledniajacych odksztalcenia postaciowe,
oraz elementéw wykorzystujacych zatozenie Bernoulliego.

Miedzy sktadowymi wektora odksztatcenia elementu ramy, a uogdlnionymi przemiesz-
czeniami weztowymi zachodzi zwigzek, bedacy wynikiem rézniczkowania réwnania (3.25)
zgodnie z formutami (3.3):

€ (z) =B¥(z)q". (3.28)

Wystepujaca w powyzszym réwnaniu macierz pochodnych funkcji ksztaltu®),
B (z), jest wynikiem odpowiedniego rézniczkowania skltadowych macierzy N (z) i moz-
na ja przedstawi¢ jako iloczyn pewnego macierzowego operatora rézniczkowego i macierzy
funkcji ksztattu:

B (z) = AN©(z). (3.29)

Postaé¢ operatora A, jak réwniez jego wymiar, zalezy od tego ktéra, z definicji (3.27) za-
stosujemy. Dla elementéow ramowych, w ktorych uwzgledniamy odksztalcenia postaciowe
(a wiee, gdy stosujemy definicje (3.27);) przyjmujemy

4 0 0
A=|0 4 —1 (3.30)
0o <4

i macierz pochodnych funkcji ksztaltu jest macierza o wymiarze (3 X 6) i postaci:

BEUl O 0 Beu2 0 O
B (z) = 0 Bow, By, 0 Bpw, Bpg, | (3.31)
O anl B/ﬂpl O Bliwg BIﬂPQ

gdzie niezerowe skladowe wynosza,

Beuw (#) = Ny, (), Beuy(2) = Ny, (2), (3.32)
Bpuw, (#) = Ny, () = Nopw, (), Bpoi () = Nypg, (2) = Ny, (1), (3.3
By () = Nipu, (€) = N (), By () = Ny (€) = Ny (1),
B, (x) = Ny, (2), B, (x) = Ngy, (), (334
Buawa(@) = N, (@), Buga(@) = Ny, (@), |
przy czym, oczywiscie, w powyzszych wzorach (...) = %.

W przypadku elementéw opartych na zalozeniu Bernoulliego pomijamy odksztalcenia
postaciowe, co oznacza wyzerowanie skladowych (3.33):

By, (2) = Bpp, (€) = Bpuy (1) = By, () = 0. (3.35)

8) Macierz ta nazywana jest réwniez macierza, odksztalcenie-przemieszczenie (z ang. strain-displacement
matriz).
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Sens ma postugiwanie sie wtedy definicja, (3.27),, a operator rézniczkowy z réwna-

A = [di 0 S] (3.36)

0 0 -

nia (3.29) przyjmuje postaé:

Zauwazmy jednak, iz lepiej od razu uwzgledni¢ zachodzace w tym przypadku zwigz-
ki (3.23) i operator A zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:

d
4 0 0

A= " : (3.37)
0 40

Macierz pochodnych funkeji ksztaltu ma teraz wymiar (2 x 6):

Beul O O BeuQ O O

B (z) = , (3.38)

O anl B/ﬂpl O Bliwg BIﬂPQ

a niezerowe skladowe sg réwne (3.32) oraz:

Bl“@wl (ZL‘) - Ngwl (l’), Bf-wl (l’) - N'Zcpl (l’),

(3.39)
1" 1"
B,ﬂm(l’) = Nwwg('x)? B/W?Q(x) = ng@('x)?

d2(...)
dz? -
Istotg opisanych réwnaniami (3.25) i (3.28) zaleznosci pél przemieszezen i odksztatcen

1 Wy

gdzie symbo oznacza drugg pochodng wzgledem z, tj.: (...)" =
od przemieszczen weztowych sg funkcje ksztaltu. W ogdlnym przypadku przy konstru-
owaniu funkcji ksztaltu zwykle wykorzystuje si¢ réznego rodzaju techniki interpolacyjne
(wielomiany Lagrange’a, Hermite’a itp.). W przypadku elementu ramowego réwniez moz-
na stosowaé podejécie interpolacyjne. Nie jest to jednak konieczne, gdyz dla pretow i be-
lek opis pdl przemieszczert bardzo tatwo mozna uzyskaé przez rozwiazanie odpowiednich
réwnaii rézniczkowych — otrzymuje si¢ wtedy tzw. $cisle funkcje ksztattu®), warun-
kujgce zupelng zgodnosé MES z rozwigzaniami analitycznymi. I tak, dla stanu osiowego

otrzymujemy funkcje ksztattu znane z pretéw kratowych:
x x

natomiast dla stanu zgieciowego, przy zalozeniu Bernoulliego'”, dostajemy:

3x? 223 202 a?
Now(B)=1= g+ gm Nealt) ==+ 75
) . , 5 (3.41)
3x 2x T x
Nowa0) = 73 = Nugal) = =+ 3

9) Czesto okresla sie je niezbyt poprawnie terminem fizyczne funkcje ksztattu.

10OW dalszych rozwazaniach ograniczaé sie juz wlasciwie bedziemy tylko do teorii uwzgledniajgcej za-
lozenie Bernoulliego. Postepowanie uwzgledniajace wplyw odksztalceri postaciowych jest jednak zupelnie
analogiczne, a poza tym (jak zostanie pokazane) nie zwigksza liczby parametréw koniecznych do opisu
stanu odksztalcenia elementu skoriczonego (z uwagi na niemoznosé realizacji w belkach stanu czystej
deformacji postaciowej).
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Zauwazmy skadinad, ze funkcje (3.40) sg wielomianami Lagrange’a jednej zmiennej, zas
wyrazenia (3.41) to wielomiany Hermite’a pierwszego rzedu.
Dla $cistych funkcji ksztattu (3.40), (3.41) macierz pochodnych funkcji ksztattu (3.38)

WYNOSI:

1 0 0 1 0 0
B (z) = L L (3.42)
o (L6 12\ (4 e (6 12\ (2 )|
L? L3 L L2 L? L3 L L2
Oznacza to, ze odksztalcenia podiuzne sg stale na calej dlugosci preta:
€9 () = const = 2 Z u17 (3.43)

natomiast krzywizna, opisana wzorem:

() 6 12z 4  Ox
Ky (l‘): _ﬁ—i_ﬁ wy + _Z_'_ﬁ ©®1

6 122 2  bx
+ (ﬁ - F) Wg + <—Z + ﬁ) Y2, (344)

W dalszych rozwazaniach zrezygnujemy z postugiwania si¢ wspoétrzedna x na rzecz

jest liniows, funkcja parametru x.

wspotrzednej bezwymiarowej. Wybor tej wspdlrzednej w istotny sposéb wplynie na de-
finicje wielkosci, ktére wykorzystywaé bedziemy do opisu odksztalcenia elementu ramy
ptaskiej, a wiec w konsekwencji na to jakie liczby magazynowa¢ bedziemy w odksztalce-
niowej macierzy wpltywu oraz w jaki sposéb definiowane bedg stany dystorsyjne mozliwe
do zrealizowania w ramowym elemencie skoriczonym.

Wprowadzamy zatem nastepujgcg wspélrzedng bezwymiarows parametryzujgcg pro-
stoliniowy element skonczony ramy ptaskiej:

of 2
¢4 fx 1, e (—1,+1). (3.45)
v
1 2
| : -
-1 0 1 s
| L |

Rys. 3.5. Parametryzacja bezwymiarowa elementu skonczonego ramy plaskiej.
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Jak wida¢ (rys.3.5) w przyjetej przez nas parametryzacji'’) wspétrzedna & = 0 okredla
srodkowy przekrdj elementu skoriczonego, zas dla & = +1 dostajemy przekroje przywe-
zlowe.

W nowej parametryzacji sktadowe wektoréw (3.27) uzalezniamy od wspéhrzednej &:

6536) (g) G:(Ee) (g)
€I =[], albo  €I(e) = [ g ] , (3.46)
KOE) O
dzigki podstawieniu
x = g(f +1), (3.47)

wynikajacemu z definicji (3.45). Macierz pochodnych funkcji ksztaltu przy zastosowaniu
wspétrzednej bezwymiarowej zapisujemy w postaci:

—l 0 0 l 0 0
BO@)=| * L (3.48)
0 g _1_—35 0 _g ﬂ
L? L L? L

Jak widaé¢ wprowadzenie parametryzacji (3.45) nie zmieni, co oczywiste, wzoru na od-
ksztalcenie podtuzne (3.43). Natomiast, uwzgledniajac w wyrazeniu (3.44) zwigzek (3.47),
wyrazenie na odksztalcenia krzywiznowe zapisujemy w nastepujacej formie eksponujacej
zalezno$¢ od wspotrzednej &:

6¢ -1+ 3¢ —6& 1+ 3¢
Kz (f):ﬁwﬁ i w1+ 12 wy + 7 ¥

wa—p1 6 (a2t wy—w
kS - . (34
L +L( > L )5 (349)

Zdefiniujmy teraz wazne dla dalszych rozwazan oznaczenia:

(2" - = (3.50)
() det 6 (241 ws—wn 5

Konfrontujac powyzsze trzy wielkosci z formutami (3.43), (3.49), widaé, ze w jednoznacz-
ny i kompletny sposob okreslaja, one stan odksztatcenia w calym elemencie skoriczonym
(obcigzonym w weztach) o funkcjach ksztattu (3.40), (3.41). Stuzy¢ zatem mogg do za-
pisu informacji o odksztalceniu elementu ramy plaskiej, a wigc stanowi¢ beda sktadowe

D Parametryzacja ta rézni sie od zazwyczaj wykorzystywanej w przypadku elementéw pretowych.
Uzasadnienie takiego wyboru zostanie podane w nastgpnym podrozdziale.
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odksztalceniowej macierzy wplywu. Zauwazmy przy okazji, ze czynnik (we — wy)/L wy-
stepujacy w definicji (3.52) opisuje kat infinitezymalnego obrotu osi tgczacej oba wezty
elementu.

Wykazalismy, ze odksztalcenia uogdlnione (3.43), (3.49) belki obcigzonej w weztach
majg posta¢ wielomianéw stopnia co najwyzej pierwszego wzgledem parametru &, przy
czym odksztatcenia podtuzne sa stale na calym elemencie:

) (€) = const = (), (3.53)

xT

natomiast krzywizna jest liniows funkcjg parametru &:

KO (€) = 39 + x ¢ (3.54)

Wspélezynniki # i v to parametry deformacji zgieciowej (czy tez krzywizno-

wej) elementu ramy plaskiej, zas el® jest parametrem odksztalcenia podiuznego.

W analogiczny sposéb mozna okresli¢ parametr opisujacy odksztalcenie postaciowe
w elemencie, w ktérym nie stosujemy zatozenia Bernoulliego. Jak si¢ okazuje odksztalcenie
to w elemencie skoriczonym ramy plaskiej réwniez jest stale:

(e)

py’ (§) = const = Q?(f), (3.55)

przy czym mozna ltatwo wykazaé, ze parametr Q?(f) je opisujacy nie jest parametrem
niezaleznym. Przyczyng tego jest wielokrotnie juz wspominany fakt, iz w belce nie moz-
na zrealizowa¢ stanu czystego $cinania, gdyz — dla zachowania réwnowagi — $cinaniu
zawsze towarzyszy¢ musi pewien rodzaj zginania. Otéz parametr odksztalcenia po-
staciowego w sposob jednoznaczny powiazany jest z jednym z paramateréow deformacji
krzywiznowej, a mianowicie:

o) = —x©. (3.56)

Zatem znajac parametry (3.51), (3.52), mamy w calym elemencie okreslone nie tylko
odksztalcenia zgieciowe (3.54), ale réwniez odksztalcenia postaciowe (3.55).
Wielkosci (3.50)—(3.52) grupujemy w wektor parametréw deformacji elementu
ramy plaskiej:
el

el L] (3.57)

X

Zmajac wartodci tych parametrow dla konkretnego elementu, mozemy okresli¢ uogdlnione
odksztalcenia w dowolnym jego punkcie £ € (—1, +1), bowiem wektor uogélnionych
odksztalcenn elementu ramy plaskiej (3.46) mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa,
ktérej wspélczynnikami sa, wlagnie skladowe wektora e(®):

€(g) = =7 7(6) + 7 () + X 7(6)
— [0 &) €] =ND(©)e. (358)
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(e)

Wystepujace w powyzszym wyrazeniu wektory €, (€) (i = 1,2, 3) stanowig swego rodzaju

baze¢ odksztalcen:

NO@EE )], =123, (3.59)

Dla € (¢) okreslonego definicja (3.46)y maja one — zgodnie z réwnaniami (3.53), (3.54)
— nastepujacg postac:

@)y — _|! @) ) — _ |V @ ey — |V
€; (&) = const = [0] : € (&) = const = [1] , € (&) = L] : (3.60)

Dla € (¢) wedlug (3.46); (tj., gdy nie pomijamy odksztalcen postaciowych) dodatkowo
uwzglednimy zwiazki (3.55), (3.56) — 1 wtedy:

1 0 0
e(le) () =const = [0] , el (¢) = const = [0] , ege)(f) =|-1]. (3.61)
0 1 ¢

Wektory te mozna nazwaé¢ deformacjami bazowymi elementu skonczonego ramy pla-
skiej — kazde odksztalcenie tego elementu, bedace wynikiem dowolnych przemieszczeni
i obrotow jego weztéw, mozna bowiem zlozy¢ z tych stanéw bazowych, zgodnie ze wzo-
rem (3.58). Kazda z tych deformacji bazowych jednoznacznie opisana jest réwniez przez
odpowiedni wektor wektor parametréw deformacji, tzn.:

€N =€) (i=1,23) <= e9=¢€ (i=¢Y), (3.62)
gdzie
1 0 0
e@E o, 9|1, 9= o], (3.63)
0 0 1

natomiast odpowiednie wektory uogoélnionych przemieszczen weztowych odpowiadajace
tym deformacjom nie mogg by¢ okreslone jednoznacznie. Sg one okreslone z dokladnoscig
do ruchéw sztywnych, o czym wigcej w nastepnym podrozdziale, gdzie zostanie przedsta-
wione ich wyprowadzenie. Oto definicje tych wektoréw:

oy 0] 0T
0 0 2/L
3
() det L | O () def L |1 () et __L 1 3 64
ol T2l N TEIEra | o (3:64)
0 0 —2/L
| 0 ] | 1 1]
Wystepujace w powyzszych definicjach mnozniki (odpowiednio)
L L L?
(3.65)

27 27 6(L%+4)
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maja na celu otrzymanie wartosci jednostkowych odpowiednich sktadowych wektora de-
formacji (3.57), a wigc zgodnie z definicjami (3.63). Oznacza to, ze wektory te opisuja
przemieszczenia i obroty wezléw elementu belkowego, ktére powodujg odksztalcenia zde-
finiowane jako jednostkowe — czyli, ze spelione sg zwigzki

BO©) g = NY(©) el =€), i=ex (3.66)

Deformacje bazowe zilustrowano na rys. 3.6. Zauwazmy, ze deformacja bazowa €; opi-
suje stan czystego osiowego rozciagania elementu (rys. 3.6(a)), zas deformacja €, opisuje
stan czystego zginania (rys.3.6(b)). Deformacja €3 natomiast, okresla wygiecie elementu
antysymetryczne wzgledem jego $rodka, przy czym zginaniu temu towarzyszy Scinanie
— stad stan ten nazywaé bedziemy zginaniem ze Scinaniem. Scinanie to jest takie samo
w kazdym punkcie elementu, co w przypadku, gdy rezygnujemy z zalozenia Bernoulliego,
oznacza niezerowe, ale state odksztalcenia postaciowe. Tak wyginany (i §cinany) pret ma
ksztalt “esowaty” (rys.3.6(c)), z punktem przegiecia (tj. punktem o zerowej krzywiznie)
w $rodku elementu, czyli dla & = 0.

L
(a) l ********************** ] éledla U:§

L
2, =1 dla p=5

Rys. 3.6. Podstawowe deformacje elementu ramy plaskiej: (a) czyste rozcigganie osiowe,
(b) czyste zginanie, (¢) zginanie antysymetryczne wzgledem §rodka elementu (zginanie ze $ci-
naniem). Deformacje te tworzg ortogonalna, baze dla dowolnego stanu odksztalcenia elementu
skoriczonego. Jak zostanie pokazane w podrozdziale 3.6, sg to tzw. stany deformacji wtasnych
dla tego elementu skonczonego.

Sktadowe wektora parametréw deformacji (3.57) mozna w pewien sposéb zinterpre-

towa¢. Wiadomo oczywiscie, ze zgodnie z réwnaniem (3.53) wielkos§é el to po prostu

odksztalcenie podiuzne w dowolnym punkcie belki; mniej trywialne interpretacje maja,

pozostate dwa parametry, ktére opisujg deformacje krzywiznows. Otéz z wzoru (3.54)

wynika, ze sktadowa 9 to krzywizna w srodku elementu e, czyli dla & = 0:

29 = £9(0). (3.67)
Bedzie ona okreslaé¢ krzywizne w dowolnym punkcie belki tylko w stanie czystego zginania

(tj., gdy Xie) = 0). Z kolei warto$¢ parametru Xie) zwigzana jest z réznica, pomiedzy
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krzywiznami wystepujacymi na koncach elementu:

Ky (1) — ks’ (—1

Pamigtajmy réwniez o zwigzku tego parametru z odksztalceniem postaciowym (réw-
nanie (3.56)). Wreszcie zauwazmy, ze krzywizny na obu koricach elementu dadzg w sie
przedstawi¢ jako — odpowiednio — suma (dla £ = 1) oraz réznica (dla £ = —1) parametréw
odksztalcenia zgieciowego:

RO() = 52 X, RO(=1) = 5 = X, (3.69)

4 z )

3.5.1. Typy dystoryjne i dystorsje jednostkowe

Dowolne wstepne odksztalcenie natozone na wyizolowany element skoriczony spowo-
duje w ogélnym przypadku obroty i wzgledne przesuniecia weztéw tego elementu. Ele-
ment ten stanowi fragment konstrukeji, zatem istnieja pewne stany wstepnych translacji
i obrotow przekrojéw przyweztowych, ktore zrealizuja, wptyw na konstrukcje dowolne-

go lokalnego odksztalcenia wstepnego'?

. Jak stwierdziliémy jednak wektor parametréw
deformacji (3.57) w jednoznaczny i kompletny sposéb opisuje odksztalcenie elementu
ramy plaskiej, ktérego wezty ulegly translacjom i obrotom. Zatem lokalna réznica pomie-
dzy dowolnym odksztatceniem wstepnym, a odksztalceniem zwigzanym z tymi samymi
przemieszczeniami weztowymi, ale opisywalnym przez wektor parametrow odksztalce-
nia (3.57) jest zupelie nieistotna dla rozwigzania ukladu réwnari MES i jedli istnieje
taka potrzeba mozna ja uwzgledni¢ juz po rozwigzaniu tego uktadu, rozpatrujac lokalng
rownowage, sity wewnetrzne i odksztalcenie elementu skoriczonego o wyznaczonych warto-
Sciach uogdlnionych sit i przemieszczen weztowych, przy zadanym obcigzeniu i wstepnym
odksztalceniu calego elementu (efektywnie da si¢ wykorzystaé¢ tutaj zasade superpozycji).
W praktyce ograniczymy si¢ wige tylko do takich wstepnych odksztalcen czy tez dystors;ji,

ktére mozna opisa¢ wektorem analogicznym do (3.57), a mianowicie:
&y

gl &gl (3.70)
o(©)
Jezeli potraktujemy tak zdefiniowany wektor odksztalceri wstepnych jako wektor
okreslajacy dystorsje to mozna uznaé, iz jego sktadowe opisujg pewne typy dystor-
sji charakterystyczne dla okreslonego elementu skoriczonego (w tym przypadku jest to
element skoriczony ramy plaskiej).
W plaskim elemencie ramowym bedziemy zatem wyrdzniaé¢ nastepujace rodzaje
wstepnych deformacji (rys. 3.6):

e dystorsja podluzna, ktérej wartosé okresla sktadowa é(f),

12)Zwréémy tutaj uwage na analogie z obcigzeniem przywezlowym realizujgcym wplyw na wezly kon-
strukcji obcigzenia zadanego na calym elemencie.
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e dystorsja czystego zginania, okreslona przez skltadows, 226),

e dystorsja zginania antysymetrycznego (zginania ze $cinaniem), okreslona

przez skladows, {°.

Sg to ortogonalne stany bazowe dla mozliwego odksztalcenia dystorsyjnego elementu
skoriczonego ramy ptaskiej. Beda, wigc one stanowi¢ podstawe do zdefiniowania dystorsji
jednostkowych dla tego elementu, niezbg¢dnych przy obliczaniu macierzy wptywu dla
ustroju, w ktorym takie elementy wystepuja. Zatem w przypadku elementu ramy plaskiej
wyrézniamy trzy typy dystorsji jednostkowych o nastepujacej postaci (patrz (3.63)):

N Y O S R ) (3.71)

Jak wida¢ mozemy méwié¢ o dystorsji jednostkowej podtuznej, dystorsji jednostkowej czy-
stego zginania i zginania antysymetrycznego. Kazde z powyzszych wstepnych odksztalcert
jednostkowych realizowane jest przez (okreslony z dokladnoscia do ruchéw sztywnych)
odpowiedni wektor uogélnionych przemieszczen wezltowych (patrz (3.64)):

a=q" a=d? 4 =qf. (3.72)
Wektory te opisujg przemieszczenia i obroty weztéw elementu belkowego, ktére w swo-
bodnym elemencie spowoduja, odksztalcenia zdefiniowane jako jednostkowe.

3.6. Zagadnienie wlasne macierzy sztywnosci

W poprzednim podrozdziale okredlilismy podstawowe stany deformacji elementu skon-
czonego ramy plaskiej opierajac si¢ na analizie aproksymacji funkcjami ksztalttu pdl od-
ksztalcenn w obszarze elementu. Stany te tworzg ortogonalng baze dla wszelkich mozliwych
deformacji tego elementu. Mozna zauwazy¢, ze rezultaty przeprowadzonego postepowa-
nia zaleza od przyjetej parametryzacji — dla innej parametryzacji otrzymaliby$my inna,
rownorzedng baze. Pokazemy jednak teraz, ze otrzymane stany deformacji sa stanami
wlasnymi rozpatrywanego elementu skonczonego — w sensie rozwigzania jego zagadnienia
wlasnego.

Rozpatrzmy zagadnienie wiasne macierzy sztywnosci elementu skonczonego:

KOG = q®, ¢ =2 (3.73)

Skalar X\ jest pewnym mnoznikiem skalujacym wektor q'®. Poszukujemy zatem takich
kierunkéw q®), ktére nie sg obracane przez macierz K¢ (tzn. w wyniku transforma-
cji otrzymujemy wektor wspétliniowy z zadanym). Réwnanie powyzsze sprowadzamy do
postaci uktadu jednorodnego:

(K —AI)q"® =0, (3.74)

ktory oczywidcie ma jednoznaczne rozwigzanie zerowe. Dla nietrywialnego przypadku,
gdy q'® # 0 istnieje niejednoznaczne rozwigzanie o ile macierz gléwna ukladu (3.74) jest
osobliwa, czyli gdy

det (K@ — \I) =0. (3.75)
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Jest to wzgledem zmiennej A wielomian stopnia réwnego wymiarowi macierzy K¢, a wiec
stopnia 6-go w przypadku macierzy sztywnosci dwuweztowego elementu skonczonego ra-
my plaskiej. Pierwiastki tego wielomianu to wartosci wlasne macierzy K(©), natomiast
odpowiadajace im wektory sa jej wektorami wltasnymi. Macierz sztywnosci jest macierza,
symetryczna, zatem wszystkie pierwiastki réwnania (3.75) bedg rzeczywiste. Dla macie-
rzy (3.18) otrzymujemy sze$¢ wartosci whasnych, sposréd ktérych trzy sg niezerowe:

2EA 2E.J, 6(L*+4)EJ,
A\ = — Ny = — 2 A3 = 3.76
1 I ’ 2 I ) 3 I3 ) ( )
a odpowiadajace im wektory wlasne majg nastepujaca postac:
[—1] [0 ] [0 ]
0 0 2/L
©_ |0 e _ |1 (©) 1
= = = ) 3.77
q 11 a2 E qs 0 ( )
0 0 —2/L
| 0 | 1] 1]

Te wektory wezlowych przemieszezen uogélnionych opisuja, (z dokltadnoscig do mnoznika
skalujacego) trzy deformacje przedstawione na rys. 3.6, gdyz:

BU©d =7 ||| = 7

BU©d - 7 ||| = & 579
Oy — L [0 _ L e

B (f)(l:s - 6(L2+4) |ﬁ:| - 6(L2—|—4) €3 (§),

gdzie ege) (&) (i = 1,2, 3) sg okreslone wedtug (3.63). Nazywaé je bedziemy deformacjami
wlasnymi elementu skoriczonego. Latwo zauwazy¢, ze w celu otrzymania deformacji jed-
nostkowych (3.60), wektory (3.77) musimy przeskalowaé¢ wykorzystujac mnozniki (3.65).
Przypomnijmy wszakze, ze jesli q'® jest wektorem wlasnym macierzy K dla wartosci
wlasnej A, to réwniez §© = aq'® jest wektorem wlasnym odpowiadajacym tej samej
wartosci wlasnej'®). Mozna wiec powiedzie¢, iz wektory wlasne (3.77) w specyficzny spo-
s6b normujemy — tak, aby generowaly wektory parametrow deformacji o odpowiednich
sktadowych jednostkowych. Otrzymujemy zatem przeskalowane wektory wraz z odpowia-
dajacymi im wartosciami wlasnymi:

(e) - L (e) (e) L (e) (e) - 6 (L2 + 4) (e)

q: _§q17 q;. :EqQa qy _Tq:S) (379)
L L L3

A==\ =FA, A== =EJ, AN =——N\s=EJ.. 3.80
2 ! 2 XT6(L244) 7" (3.80)

13) Dowéd jest bardzo prosty — wykorzystujac zalozenia: q'¢© = aq'® oraz K€ q®) = Xq(®, prze-
ksztalcamy: K(©)q(®) = K(© (a q(e)) =aKEq©) =arq® =) (a q(e)) =149, qed.
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Pozostaja jeszcze trzy zerowe wartosci wlasne (Ay = A5 = A¢ = 0), ktérym odpowia-
daja nastepujace wektory przemieszczern weztowych

1 0 0
0 1 L
e _ |0 (e) 0 (e) 1
q, 11 (O] ol g 0 ( )
0 1 0
0] 0] 1

Latwo wykazaé, ze wektory te nie generujg w elemencie zadnego stanu odksztalcenia, tzn.:

B (¢)q{ = m , i =456 (3.82)

Opisujg one ruchy sztywne elementu ramy: translacje w dwéch prostopadiych kierunkach,
oraz infinitezymalny obrét w plaszyznie belki. Przedstawiono je na rys. 3.7.

Rys. 3.7. Ruchy sztywne elementu ramy plaskiej: (a) translacja pozioma (u — dowolne),
(b) translacja pionowa (w — dowolne), (c¢) obrét infinitezymalny (¢ — dowolnie matle).

Jeszcze raz pokazalismy, ze dowolny stan odksztalcenia dwuweztowego elementu skori-
czonego ramy plaskiej mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej trzech deformacji
wlasnych. Staje sie to od razu oczywiste, gdy dokona sie nastepujacego spostrzezenia.
Liczba stopni swobody elementu ramy wynosi 6 (po dwa przemieszczenia i obrét kazdego
z obu weztéw). Na plaszezyZnie sg trzy ruchy sztywne elementu (dwa przesunigcia i jeden
obrét o infinitezymalny kat). Pozostaja, zatem, 6 —3 = 3, trzy bazowe stany odksztalcenia
elementu ramy ptaskiej, okreslone jednoznacznie przez wektory uogdlnionych przemiesz-
czen weztowych, ktére mozna otrzymaé z rozwigzania zagadnienia wilasnego macierzy
sztywnosci tego elementu.

Ogélny sposéb postepowania dla dowolnego elementu skonczonego w celu okreslenia
jego podstawowych stanéw deformacji powinien zatem polegaé¢ na rozwigzaniu zagad-
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nienia wlasnego jego macierzy sztywnosci'®. Istotne sa wektory wlasne odpowiadajace
niezerowym warto$ciom wlasnym (a wigc po odrzuceniu wektoréw przemieszczen wezto-
wych, ktére opisujg ruchy sztywne'®)). Wektory te opisujg ortogonalne skladowe stanu
odksztalcenia danego elementu, a wiec w naturalny sposéb definiuja typy dystorsji, ktore
mozna na niego nalozy¢. Pamigtajmy, ze za dystorsje uznajemy dowolng liniows, kom-
binacje¢ tych stanéw, natomiast otrzymane w rezultacie rozwigzania problemu wiasnego
deformacje witasne powinno si¢ wykorzystaé¢ do zdefiniowania dystorsji jednostkowych
(w tym celu odpowiednio je skalujac).

3.7. Skladowe uogélnionych sil wewnetrznych i obciazenia
kompensacyjne

Podobnie jak w przypadku, gdy analizowaliémy odksztalcenia, przyjmijmy teraz, ze
rozpatrywany przez nas dwuwymiarowy element belkowy jest obciazony tylko w weztach.
Wtedy rozklady pdl sit przekrojowych majg charakter funkeji (co najwyzej) liniowych
wzgledem wspéirzednej x, a w przyjetej przez nas parametryzacji mozna je przedstawic

W postaci:
N () = const = N{ s (3.83)
Mz('e) (f) = Mz(ec)onst + Mz('z)sym ga (384)
T((€) = const = T}t (3.85)

(e)

przy czym wielkosci T} congt 1 M. Z(Z)Sym powigzane sg, zaleznoscia;

2
T @ =—= MO (3.86)

yconst L zasym)

ktéra wynika z réwnania réwnowagi (3.9), przy uwzglednieniu faktu, ze w przypadku
obcigzenia weztowego: m,(£) = 0. Dysponujemy zatem trzema niezaleznymi wielkogciami
w jednoznaczny sposéb opisujgcymi rozkiad sit wewnetrznych w elemencie ramy plaskiej
— sg to: N© M . oraz T . albo M, asym = 7

x const z cons y cons y const

L/2. Wielkosci te nazywac
bedziemy sktadowymi wektora sil wewnetrznych elementu skoriczonego ramy ptaskiej,

14) Pojawiajg sie tutaj oczywiscie pewne dodatkowe aspekty, jak na przyklad duza ilo§¢ stanéw defor-
macji wlasnych dla elementéw o duzej liczbie stopni swobody, czy brak analitycznych formutl dla elemen-
téw, ktérych macierz sztywnosci otrzymano w wyniku catkowania numerycznego. Z kolei w przypadku
elementéw izoparametrycznych, gdzie nie jest nawet okreslony dokladny ksztalt, macierz sztywnosci jest
catkowana numerycznie kazdorazowo dla konkretnego elementu — zatem réwniez zagadnienie wlasne musi
by¢ rozwigzywane numerycznie i osobno dla kazdego elementu.

15) Pewien problem mogg stanowi¢ tzw. elementy niedostosowane, w ktérych pewne kombinacje uogél-
nionych przemieszczeni weztowych zwigzane z ruchami sztywnymi powoduja jednak wystapienie niekté-
rych niezerowych parametréw (zwykle mniej istotnych) odksztalceri uogélnionych.
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ktéry definiujemy w postaci:
N(e)

x const

S© — | ©

z const

(3.87)
Mz(z)sym
Jak wida¢ w wektorze tym zgrupowalismy wielkosci potrzebne do opisu witasciwych sit
wewnetrznych (czyli sity osiowej i momentu zginajacego). Pamigtaé jednak nalezy o jed-
noznacznym zwigzku, ktéry taczy sktadows, M. Z(Z)sym z przekrojows, sila poprzeczng. Sktado-
(e)
wa N,

2+ eonst $0 OCzZyWwiscie sita podiuzna opisujaca uogélnione naprezenia bedace wynikiem

stanu rozciggania lub Sciskania osiowego. Sktadowa MZ( const ODISUje cze$¢ momentu zgi-
najacego odpowiedzialng za czyste zginanie elementu ramy — w tuk o stalej krzywiznie.
Natomiast wielko$¢ M, ,sym zWigzana jest ze Scinaniem preta ramy, ktéremu nieodzownie
towarzyszy zginanie asymetryczne wzgledem jego $rodka — jak pamigtamy, tak $cina-
ny i wyginany pret ma ksztalt “esowaty”, z punktem przegiecia (tj. punktem o zerowej
krzywiznie) w srodku elementu, czyli dla & = 0. Stany odksztalcenia zwigzane z ty-
mi skladowymi wilasciwych sil wewnetrznych to oczywiscie deformacje wlasne elementu

skoniczonego przedstawione na rys. 3.6. Odksztalcenia i sily wewnegtrzne powigzane sg,

zalezno$ciami
NEO(E) = EAl9(€) = const = EA<), (3.88)
ME(€) = EJ. k(&) = EJ. (549 + x\V¢). (3.89)

Jak wida¢ skladowe wektora sit przekrojowych zalezne sg od skladowych wektora od-
ksztalcenia w nastepujacy sposob:

N9 =EAeY (3.90)
oraz
Méec)onst = EJZ %26)7 Mz(ea)sym = EJZ X,(ze)‘ (391)

Analogiczne zaleznosci mozna napisaé dla stanéw dystorsji i uogélnionych naprezen we-
wnetrznych, ktére powstana w przypadku elementu catkowicie utwierdzonego w weztach:

Nx(c)onst = EA‘C’: °) (392)
M(ec)onst - EJ % 2 Mz(ea)sym = EJ )A(,(ze ’ (393)
oraz oczywiscie
7O = 25— _2Ep5y e 3.94
yasym _Z zasym _Z : ( : )

Bazujac na powyzszych zwiagzkach, mozna teraz pokazaé, ze dystorsja podtuzna (tj.,

gdy: &% — dowolne, 9 = ¢\ = 0) realizowana jest przez nastepujace kompensacyjne

sity weztowe:

N2 = _Nz(ec)onsta

Ny = N©

x const

Ty =Ty =M, = M, = 0. (3.95)
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7 kolei dystorsje czystego zginania (tzn.: 39 — dowolne, £ = %\ = 0) realizuja
obcigzenia
Ni=Np=Ty =Ty =0, My =-M%,, M=DMS,.,, (3.96)
za$ dystorsje zginania asymetrycznego (tzn.: {12 — dowolne, &\ = ¢ = 0) wywohujemy
przyktadajac
Ny=Ny=0, Ti=-T¢ ., To=T17¢,.  M=>M=M9_. (397

Superponujac powyzsze obcigzenia kompensacyjne (3.95)-(3.97), otrzymamy ekwiwalent-
ny wektor obcigzen weztowych realizujacy w elemencie dystorsje bedaca superpozycja,
odksztalcert wstepnych:

-Nl | _Nz(ec)onst
Tl _Ty(ea)sym A(e)
~ B Ex
A e) M, - z(const + Mé a)sym - ~ (e)
Q=] _|= o dla &= |3]. (3.98)
N2 Nx const
. ol
15 T ym
M, O oy
- - L z const Zzasym |

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy kompensacyjny wektor obcigzen weztowych, Q(e), opisuje
samoréwnowazacy sie uktad sit.
Dla dystorsji jednostkowych otrzymujemy co nastepuje:

e dla ¢ = €., mamy: g =1 (pozostate sktadowe sg zerowe), wiec: N;C)Onst = FA
(pozostate sktadowe sq zerowe) zatem: Q© = Q'
e dla € = ¢,,, mamy: ) =1 pozostate skltadowe sg zerowe), wigc: ]\/[Z(C)Onst = FEJ,

(

), zatem: Q(e) = ng),

e dla € = ¢&,, mamy: Xz = 1 (pozostale skladowe sg zerowe), wigc: Mz(z)sym = FEJ,
(pozostale sktadowe sg zerowe), zatem: Q(®) = ng),

(pozostale sktadowe sq zerowe

gdzie wektory weztowych obcigzenn kompensacyjnych maja nastepujaca postac:

~1 0 0
0 0 2/L

QY pa (1) . QYUY R, . QY < EJ, ; . (3.99)
0 0 —2/L
0 | 1] 1]

Te samoréwnowazace si¢ uklady obcigzenia elementu przedstawiono na rys. 3.8. Zauwaz-
my jeszcze, ze powyzsze wektory obcigzenn mozna wyznaczyé korzystajac ze zwigzkow
opisujacych réwnowage elementu skoriczonego:

QZ('e) _ K(e)qge) (Z =¢, x, X) (3100)
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(a) é,=1 dla N=EA

(b) M M s, =1 dla M= EJ,

L.=1 dla M=EJ,

Rys. 3.8. Obcigzenia kompensacyjne dla stanéw dystorsji (jednostkowych) w elemencie ramy
plaskiej: (a) rozcigganie osiowe, (b) czyste zginanie, (c) zginanie asymetryczne.

Wektory przemieszczert weztowych dla dystorsji jednostkowych, q§e> (1 = €,2,x), zdefi-
niowane sg przez réwnania (3.72) oraz (3.64).

3.8. Wektor odksztalcen i wektor wplywu oraz wektor silt we-
wnetrznych
Uogolnione odksztalcenia wszystkich elementéw konstrukeji grupujemy w wektor od-

ksztalcenn konstrukcji w ten sposob, ze skltadowe wektorow odksztalcenia kolejnych
elementéw stanowis uporzadkowang kolumne — zatem:

)

2)
e=[a]=|% |, (3.101)

e@™)
gdzie N jest liczbg, elementéw. Jezeli konstrukcja skiada si¢ wytacznie z plaskich elemen-

téw ramowych'® to wektor ten ma wymiar (3N) x 1, natomiast jego skladowe mozna
okredli¢ w postaci zaleznej od sktadowych odksztalcenia poszczegdlnych elementéw w na-

16) W opracowanym programie MES+MDW konstrukcja moze skladaé sie z réznych elementéw skonczonych.
Wspélpraca elementéw ze sobg jest uzyskana poprzez przypisywanie elementom wspélnych weztéw, badz
wprowadzanie wiezéw wewnetrznych pomiedzy weztami (tzw. “sklejanie” stopni swobody). Wszystkie
globalne algorytmy MES (np. agregacja macierzy sztywnosci itp.) oraz MDW, dzialaja niezaleznie od
wykorzystanych konkretnych elementéw, gdyz te musza speliaé¢ kryteria abstrakcyjnego elementu skon-
czonego.
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stepujacy sposéb:
e dla i=3e—2,

xT

gi=14 #9 dla i=3e—1, (3.102)

z

9 dla i = 3e,

przy czym e=1,...,N, awiec 1=1,...,3N.

Odksztalceniowy wektor wplywu to wektor odksztalcen wyznaczony dla okreslonej
jednostkowej dystorsji wirtualnej, ktéra wymusza deformacje konstrukcji. Czesto potrze-
bujemy superponowaé tylko stany zwigzane z pewnymi typami odksztalcenia, badz tez
dotyczace tylko niektérych elementéw. Wtedy wektor wpltywu stanowi¢ bedzie fragment
pelego wektora odksztalcenia konstrukeji (3.101).

Sktadowe uogdlnionych sit wewnetrznych elementéw konstrukeji zapisujemy lacznie
w postaci wektora sil wewnetrznych konstrukcji konsekwentnie z wektorem od-
ksztalcenia (3.101), a wigc:

S
S?)

Ss=[S]=1|" |. (3.103)
SV)

Oznacza to, ze iloczyn skalarny tych dwéch wektoréw da w wyniku calkowity energie
sprezysta, ukladu (tj. prace uogdlnionych sit wewnetrznych!'” na odksztalceniach sprezy-
stych):

W =8"e =) Sier (3.104)

Dla konstrukeji o wytacznie plaskich elementach ramowych liczba sktadowych wekto-
ra (3.103) wynosi¢ bedzie 3N, a ich zalezno$¢ od sktadowych sit wewnetrznych poszcze-
gélnych elementéw mozna przedstawi¢ w postaci:

N9 o dla i=3e—2,
Si=q M9 o dla i=3e—1, (3.105)
Mz(z)sym dla i = 3e.

3.9. Macierz wplywu ramy plaskiej

Algorytm wyznaczania macierzy wpltywu dla konstrukcji sktadajacej sie z dowolnych
elementéw skonczonych przedstawiono w rozdziale 2.3.5. Wyznaczana wedlug tego algo-
rytmu kompletna odksztalceniowa macierz wplywu konstrukeji sktadajacej si¢ wyltacznie

17) Zatem sa to sktadowe wlasciwych sit wewnetrznych, tzn. majacych odpowiedniki w postaci uogélnio-
nych odksztalcen.



3.9. MACIERZ WPLYWU RAMY PLASKIEJ 61

z plaskich elementéw ramowych bedzie mie¢ wymiar (3N) x (3N) i postaé:

eM=1 V=1 ... M=

'8&1) &(rl) &(rl) ]
1 1 1
=1 é=1 gy =1 Y P
OISO NS B NOREVORNSIIVO
(2) 2 ... (2) (2) @ .. (2)

D=|°" ¢ A 2 (3.106)

: : : (2) (2) (2)
M) ) L ) Y )
Ny (N N

Y Y

gdzie poszczegdlne kolumny sg wektorami odksztalcert konstrukeji obliczonymi dla kolej-
nych stanéw dystorsji jednostkowych &; = 1. Jak wida¢ kolejnoé¢ sktadowych odksztalce-
nia w wierszach macierzy odpowiada wstepnych odksztalceri (dystorsji) jednostkowych.

Odksztalceniowa macierz wpltywu dowolnej ramy plaskiej o dwéch elementach belko-
wych i jednym elemencie kratowym ma wymiar 7 x 7, gdyz na precie kratowym wstepne
odksztalcenie (dystorsje) wymusi¢ mozna tylko na jeden sposéb i obliczana jest na nim
tylko jedna sktadowa odksztatcenia — zatem:

eM=1 V=1 ... =1

PRORENORESSNOY
OISR
1 1 1
NCIORIN(

D= |c® & ... B, (3.107)

JCI O R
2 2 2
VI O

_5;3) O R ) |

3.9.1. Macierze wplywu przykladowych ram plaskich

Ponizej prezentujemy dwa przykitady macierzy wplywu obliczonych dla prostych kon-
strukcji ramowych. Prostota pierwszej konstrukcji pozwala na przedstawienie obliczent
analitycznych, natomiast drugi przyklad stanowi prosty test dla algorytmu numeryczne-

go.

Przyklad 3.1: Dana jest rama ptaska o jednym wezle swobodnym, sktadajaca sie
z dwdch elementéw skofczonych o takiej samej dtugosci (rys. 3.9). Dla uproszczenia przyjmij-
my ponadto, ze materiat oraz charakterystki geometrii przekroju sa dla obu pretéw identyczne,
tzn: EO = E@ = F, AU = A® = 4, g = J® = J,.
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2621 e=2%
 —

Rys. 3.9. Belka dwuelementowa.

Obciazenie kompensacyjne dla dowolnego stanu deformacji wstepnych sprowadza sie do
obciazenia jedynego swobodnego wezta tego prostego ustroju. Widaé, ze wstepne wydtuzenie
dowolnego z elementéw nie wprowadza w tej konstrukcji zadnych odksztatcen zgieciowych,
czyli /ﬁgl)(f) = /ﬁf)(f) = 0, natomiast odksztatcenia podtuzne sa state i dla odpowiednich
podtuznych dystorsji jednostkowych réwne:

. 1 1

dla elV: ()= 5 (€)= 5
1 1
dh e =1 =1

Z kolei dla pozostatych standéw dystorsji jednostkowych odksztatcenia podtuzne w obu elemen-
tach sa zerowe, e;(vl)(§) = ef)(f) = 0, w przeciwienstwie do deformacji krzywiznowych, ktére

wynosza (odpowiednio):

1 3 1 3
dla ég) : Kg'l)(g) = g + §€7 5(32)(@ = _g g ga
. 1 7 1 1
dla &l: k(¢ = st gé k@ (€) = -5 - 36
1 3 1 3
dla ég) : ’Ligl)(g) = _g - g ga 522)(@ = g g ga
. 1 1 17
dla e : VO =g-26 AP =5+ 58
Zatem kompletna macierz wptywu ma postac:
S 1 i,
= 0 0 — 0 0
2 2
1 1 1 1
0o - = 0o — =
8 8 8 8
o 3 T o3 _1
D 8 8 8 8
B ! 0 0 L 0 0
2 2
0 1 1 0 1 1
8 8 8 8
3 1 3 7
0o - — 0o — =
L 8 8 8 8 |
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Jak fatwo zauwazy¢, w tej konstrukcji ramowej, z racji wzajemnego usytuowania elementéw,
stan odksztatcen podtuznych jest niezalezny od stanu odksztatcen zgieciowych, co uwydatnia
sie réwniez w macierzy wptywu.

Przyklad 3.2: Rozpatrzmy tréjelementowa rame ptaska przedstawiona na rys. 3.10. Jak
wida¢ element nr3 powinien by¢ traktowany jak pret kratownicy. Zatem kompletna macierz
wptywu dla takiej konstrukcji bedzie miata wymiary 7 x 7 i posta¢ (3.107).

e=1,2 - prety ramowe
e=3 - pret kratowy

Rys. 3.10. Tréjelementowa rama plaska.

Przyjmujemy nastepujace liczbowe wartosci dla charakterystyk geometrycznych i materia-
towych poszczegélnych elementéw:

AD =228.107m?,  A® =106-10"m?  A® =106-10""m?,
JV=935-10"m*,  JP =1,71-10"°m?,

N
EW =E® = E® =21.10" —  (stal).
m

Odksztatceniowa macierz wptywu wynosi wtedy:

9,9999894E-1 -5,6954560E-5 1,1390912E-5 8,4609570E-6 -8,4609570E-6 2,8203190E-6 5,2880981E-6
-1,3888385E-2 2,5208760E-1 1,4958248E-1 1,1110708E-1 -1,1110708E-1 3,7035692E-2 6,9441923E-2
8,3330307E-3 4,4874744E-1 9,1025051E-1 -6,6664246E-2 6,6664246E-2 -2,2221415E-2 -4,1665154E-2
D = 2,4501207E-5 1,3194304E-3 -2,6388607E-4 9,9980399E-1 1,9600965E-4 -6,5336551E-5 -1,2250603E-4
-1,6187883E-2 -8,1789251E-1 1,6357850E-1 1,2150306E-1 8,7849694E-1 4,0501020E-2 7,5939413E-2
1,5187883E-2 8,1789251E-1 -1,6357850E-1 -1,2150306E-1 1,2150306E-1 9,5949898E-1 -7,5939413E-2
2,7393182E-5 1,4751680E-3 -2,9503360E-4 -2,1914546E-4 2,1914546E-4 -7,3048485E-5 9,9986303E-1
Zauwazmy pewna korelacje wystepujaca pomiedzy wierszami 5 i 6 obliczonej macierzy, ktéra
mozna potraktowaé jako pewien test poprawnosci wykonanych obliczen. Ot6z suma tych
wierszy dla kolumn j = 1,2,3,4,7 jest zerowa: Ds; + Dg; = 0, natomiast dla j = 5,6
(tj. dla kolumn, w ktérych umieszczone sa wektory wptywu obliczone dla stanéw dystorsji
krzywiznowych natozonych na element ¢ = 2) mamy: Ds; + Dg; = 1. Jest tak dlatego, ze
(zgodnie ze wzorem (3.69);) suma ta opisuje krzywizne elementu e = 2 w wezle 3, a ten
przyprzegubowy przekréj moze sie swobodnie obracaé. Ponadto zauwazmy, ze sktadowe na

diagonali sa dodatnie i mniejsze od jednosci.
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3.10. Modelowanie defektéw i modyfikacje parametréw pro-
jektowych w plaskich elementach ramowych

Wiasciwosci konstrukeyjne elementu liniowo-sprezystej ramy plaskiej mozna okresli¢
podajac dwa parametry — sg to:
e sztywnosé¢ (wzglednie podatnos$é) podtuzna, tj. sztywnosé elementu na osiowe roz-
cigganie lub Sciskanie,
e sztywno$é¢ (wzglednie podatnosé) zgieciowa, tj. sztywnos$é elementu na zginanie
w plaszczyZnie ramy.
Dodatkowym parametrem jest smuktosé¢ preta ramy. Parametr ten jest istotny, gdy roz-
patruje sie zjawisko wyboczenia i tutaj nie bedziemy go uwzgledniaé.
Wispélezynnik okreslajacy sztywnosé podiuzna elementu e ramy ma postac:

kS, < B A©), (3.108)
ktérg znamy z konstrukeji kratowych. Przyjmijmy teraz analogiczne oznaczenie okresla-
jace sztywno$é zgieciowa elementu ramy:

k), < g g, (3.109)

Jak wida¢ z definicji oba wspélczynniki zaleza, od modulu Younga liniowo-sprezystego
materialu belki oraz od charakterystyk geometrycznych jej przekroju. Odpowiadajace
tym sztywnoscia podatnosci sg 1/k\,, 1/ kg?,

Zdefiniujmy teraz jeszcze nastepujace dwie wielkosci:

7.(e) 7.(e)
e) def k e) def k
,uSEL = —i‘;‘, ,uSE()] = i‘)], (3.110)
Kpa kpy

ktore wyrazajg stosunek zmodyfikowanych wspétczynnikéw sztywnosci 1%1(56,)4a l%g} do odpo-
wiednich sztywnosci pierwotnych elementu niezmodyfikowanego. Sg to wige wspdétczyn-
niki zmiany sztywno$ci belki. Jako parametry zagadnienia optymalizacji topologii
konstrukeji (przeprojektowywanie, “remodelling”) te nieujemne wielkosci nie sg bezpo-
srednio ograniczane z gory, natomiast w problemie modelowania defektéw oczywistym
wydaje si¢ nalozenie na nie ograniczenia okreslonego przez przedzial (0,1), co oznacza
przyjecie postulatu, ze defekt zwigzany jest ze zmniejszeniem si¢ sztywnosci elementu.
Wspdlcezynniki sztywnosci kgl‘ i kg?, sa niezaleznymi parametrami charakteryzujacy-
mi element ramy plaskiej. Modyfikacja jednego z tych parametréw nie musi by¢ zwigzana
z modyfikacjg drugiego. Przyktadowo zmiana przekroju polegajaca tylko na jego defor-
macji (czyli przy zalozeniu, ze A®) = const) moze prowadzi¢ do zmiany jego sztywnosci
zgieciowej (zwigzanej ze zmiang momentu bezwladnosci przekroju Jz(e)), natomiast sztyw-
nos¢ podhuzna pozostanie niezmieniona. Latwo mozna nawet wyobrazié¢ sobie taka, zmiane
przekroju elementu ramy, w wyniku ktorej jego sztywno$é¢ w stanie odksztalcen podtuz-
nych zmaleje, natomiast sztywnosé zgieciowa wzro$nie. W najbardziej ogélnym przypad-
ku mozna wigc przyjaé, ze zmiana szywnosci podiuznej i zmiana sztywnosci zgieciowej
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sa calkowicie niezalezne i traktujemy je jako modyfikacje niezalezne. Takie podej$cie mo-
ze by¢ odpowiednie dla zagadnienia optymalnego przeprojektowywania (“remodellingu’).
Zakladajac jednak, ze modyfikacja jest wynikiem powstatego defektu nalezy stwierdzié,
ze w praktyce, tzn. przy rzeczywistych uszkodzeniach elementu, obie sztywnosci sg skore-
lowane. Niejednoznacznosé opisu tej korelacji nie powinna zmusza¢ nas do jej nieuwzgled-
nienia. Z pewnoscig na przykiad nie nalezy pomija¢ nastepujacej zaleznosci

) =0 = k9 =0, (3.111)

ktéra méwi, ze oba (z definicji nieujemne) parametry sztywnosciowe mogg by¢ zerowe
tylko jednoczesnie (co oznacza, ze uszkodzenie belki powodujgce catkowity brak mozli-
woscl przenoszenia przez nig obciazen osiowych wigze sie z niemoznoscig pracy w stanie
zgieciowym i na odwrét czyli, ze element jest calkowicie wyeliminowany z konstrukeji).
Nie dopuszczamy zatem uszkodzenia, ktére (przykladowo) przeksztalca element belkowy
w ciegno lub tworzy na nim idealny przegub plastyczny.

Wydaje sig, iz mozna czesto przyjac zaleznosé¢ miedzy wspéleczynnikami zmiany sztyw-
nosci w postaci funkcyjne;j:

ik = fror(15)) (3.112)

przy czym funkcja korelacji fi,, powinna by¢ ciagly funkcja rosnaca spelniajaca dodatko-
wo warunki:

fkor(,u) 2 0 v,u 2 07
(3.113)

fkor(:u’) =0 < pn=0.

Jak juz stwierdzono funkcja ta nie moze by¢ przyjeta arbitralnie, gdyz zalezy ona nie
tylko od geometrii przekroju poprzecznego belki, lecz réwniez od dopuszczalnych sposo-
bow jego uszkodzenia. W celu jej okreslenia nalezy zdecydowaé si¢ na pewien konkretny
model uszkodzenia, ktéry oczywiscie w mozliwie najlepszy sposéb przybliza wplyw rze-
czywistych defektéw.

Rozpatrzmy istotny przypadek belek o prostokatnym przekroju poprzecznym o szero-
kosci b 1 wysokosci h. Pole przekroju i moment bezwladnosci wynosza wtedy odpowiednio:
bk

A =bh, J© = —. (3.114)
12

Rzeczywiste uszkodzenie takiego elementu ramy modelujemy przyjmujac nastepujace za-

lozenia i kolejne przyblizenia upraszczajace:

e uszkodzenie polega na zmniejszeniu sie efektywnej powierzchni przekroju poprzecz-
nego belki, przy czym przez powierzchnie efektywna rozumiemy te czesé przekroju,
ktora jest w stanie przenosi¢ naprezenia;

e przekrdj najbardziej uszkodzony (o najmniej efektywnej powierzchni) jest przyjmo-
wany jako charakterystyczny dla calego elementu belkowego;

e uszkodzenie przekroju nie zaburza w sposéb istotny jego symetrii, ani nie zmienia
istotnie jego osi gtéwnych bezwladnosci;
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e przyjmujemy zatem, ze uszkodzony element przyblizany jest belkg o przekroju pro-
stokgtnym, pomniejszonym symetrycznie wzgledem obu osi gtéwnych.

Finalne przyblizenie oznacza, ze uszkodzony element ma przekrdj o zmodyfikowanych
wymiarach b x A, gdzie:

b="b— Ab= \b,

K (3.115)

h=h—Ah = M\h,
przy czym oczywiscie A, = (1 — Ab/b) € (0,1) oraz A\, = (1 — Ah/h) € (0,1). Wpro-
wadzone tutaj wielkosci Ay, A\, opisujg modyfikacje parametréw konstrukcyjnych
jakimi sa wymiary przekroju belki. Modyfikacje te w jednoznaczny sposéb wplywaja na
wielko$¢ wspélezynnika zmiany sztywnosci elementu. StwierdziliSmy z kolei, ze parame-
try sztywnodciowe w jedynie istotny sposob charakteryzuja kazdy element konstrukcji
i przyjelismy postulat, ze wszelkie uszkodzenia czy modyfikacje elementu sg zauwazalne
tylko poprzez zmiang jego sztywnosci. Mogloby sie wiec wydawacé, ze bezposrednio nalezy
odwotywad sie tylko do nich. Latwo jednak zauwazy¢, ze postugiwanie sie wylacznie pa-
rametrami zmiany sztywnosci narzuca pewne ograniczenia. Odwotywanie si¢ do bardziej
ogélnych wielkosci opisujacych zmiane konkretnych parametréw konstrukeyjnych (pro-
jektowych) jest znacznie wygodniejsze i daje dodatkowe mozliwosci'®) . Podejscie to i jego
zalety zostang w pemi zaprezentowane w nastepnym rozdziale.

Rozpatrzmy teraz dwa charakterystyczne przypadki, gdy wymiary zmodyfikowanego
przekroju wynosza odpowiednio b x h oraz b x h. Pierwszy z nich uwzglednia zmiang
szerokosci belki i jest réwnowazny prostemu podejsciu, w ktérym wptyw defektu modelu-
jemy jako zmiane modutu Younga: E(© = )\, E©). Wtedy wywolane defektem modyfikacje
obu wspdtezynnikéw sztywnosci sg identyczne:

pEh = i = Mo, (3.116)
czyli funkcja korelacji jest tozsamosciowa, fior(pt) = p. Natomiast w drugim przypadku
dopuszczamy tylko modyfikacje wysokosci przekroju, ktéra w réznym stopniu wptywa na
sztywnosci podtuzna i zgieciowa;

ME)A = A, :U’EJ A (3.117)
czyli fior(p) = 117,
ik = (niy)”. (3.118)

Ogélny przypadek, gdy w modelu uszkodzenia dopuszczamy zwezenie przekroju na obu

kierunkach prowadzi nas do nastepujacych zaleznosci na wspétezynniki modyfikacji sztyw-
nosci:

=M\ ) — X A3 3.119

HEA b Ah; HFEg b An: (3.119)

18) Jedng z podstawowych zalet tego podejécia jest latwiejsze operowanie na pewnym poziomie abs-
trakcji (tj. niezaleznie od rodzaju elementu skoriczonego i zwigzanej z tym ilodci i rodzajéw dystorsji,
wspélezynnikéw sztywnodci itd.), dzieki czemu mozliwym staje sie opracowanie algorytméw MDW dla
konstrukeji sktadajacej si¢ z dowolnych elementéw skoriczonych.
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W zaleznosci od stosunku wielkosci A\, i A, zawsze jednak

e e)\3 e
pih € ((85))°, 1)), (3.120)
Mozna zatem przyja¢ model
wien = (1)), ae(1,3). (3.121)

Dobdér wspétezynnika potegowego o warunkuje ocena w jakim stopniu uszkodzenie wply-
wa na stan deformacji podtuznej i stan krzywiznowej. Zauwazmy jednak, ze poniewaz
ug?, €(0,1) to u(e) ug?, czyli, ze przyjety model uszkodzenia przekroju wplywa znacz-
niej na zmniejszenie si¢ sztywnosci zgieciowej belki, a co najwyzej w tym samym stopniu

na zmiang¢ sztywnosci podtuzne;j.

3.11. Zwiazki pomiedzy skladowymi dystorsji a modyfikacjami
wspolczynnikéw sztywnosci

3.11.1. Stan uvogdlnionych naprezen i odksztalcen w sprezonym dystorsja-
mi elemencie ramy plaskiej

Odksztalcenia uogélnione w parametryzacji bezwymiarowej elementu skonczonego ra-
my plaskiej opisane sg przez funkcje (3.53), (3.54), gdzie sktadowe uogdlnionych odksztal-
ceni zdefiniowalismy w postaci (3.50)- (3 52). W przypadku wstepnego sprezenia elemen-
tu e dystorsjami, &(¢) = [ () 59 f((ze)} wielkosci te skladajg sie z czesci liniowej (zaleznej
od obcigzenia zwenetrznego) i rezydualnej (bedacej wynikiem sprezenia):
eld = &) 4 JO) 2 = &) 4 3, X9 = ¥ ¥ (3.122)

xT

W liniowym zwigzku konstytutywnym pomiedzy sitami wewnetrznymi i odksztalceniami
pojawia si¢ zatem czynnik nieliniowy — wstepne odksztalcenia dystorsyjne. Sity podtuzne
wygladajg teraz nastepujaco:

NO(E) = kigh [ — 6] = KSh 8O 4 kg, [B9 — 69] = Ny + N, (3.123)

natomiast wykonujacy prace na odksztalceniach krzywiznowych moment zginajacy ma

postac:
MO (&) = kigy [K9(€) = R(€)] = kig) K (€) + kigy [R2(€) = ()]
=k, <;f<e> + 4o 5) + Y {(;}g) _ }A{@) X <§ge> _ Xie’)f} (3.124)
= Mt + M€+ ML + MO €.

Jak wida¢, dla sktadowych uogdlnionych sit wewnetrznych réwniez wyréznilismy czeéé
liniowg, i rezydualng,.
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Wystepujace w powyzszych formutach rezydualne czeéci odksztalcenia sg wynikiem
wprowadzenia stanéow dystorsynych i dla konkretnych wartosci dystorsji mozemy je wy-
znaczy¢ wykorzystujac odksztalceniows, macierz wpltywu:

g(ze) = Z Dz’(e,s)j éj7 %ge) = Z Dz’(e,%)j éj? )Pée) = Z Di(e,x)j EAJ" (3'125)
jED jED jED
gdzie indeksy i zalezg od elementu e oraz typu dystorsji. Wystepujace we wzorach (3.123),
(3.124) rezydualne czesci naprezen uogélnionych zalezg od réznic pomiedzy rezydualnymi
odksztalceniami, a dystorsjami. Wykorzystujac informacje zmagazynowang w macierzy
wplywu mozemy je obliczaé:

g(me) — &l i =1i(e,e),
2O — 50 5 = Z (D;j — 6;;) €; dla (odpowiednio) i =i(e, »), (3.126)
R0 ) i = ife, ).

Stosowany tutaj zapis ¢ = i(e, typ dystorsji), okreslajacy lokalizacje dystorsyjna, nie jest
wygodny. Szczesliwie, nie ma potrzeby go kontynuowaé¢, gdyz poczagwszy od rozdziatu 4
wszelkie sformulowania podane beda w globalnym uktadzie odniesienia konstrukcji, abs-
trahujacym od tworzacych jg elementéw skoriczonych.

3.11.2. Dystorsja podtuzna a zmiana sztywnosci podtuznej

W przypadku prostoliniwowego preta belkowego rozpatrywanego przy zalozeniu linio-
wosci geometrycznej stan rozciggania ($ciskania) i stan zginania sg od siebie catkowicie
niezalezne, zatem dystorsje krzywiznowe nie bedg bezposrednio wpltywaé na stan odksztal-
cenia podhiznego — moga (i zwykle beda!?) na niego wplywaé tylko posrednio poprzez
udzial we wstepnym sprezeniu konstrukeji. W przypadku stanu rozciggania postulat zgod-
nosci ustroju modelowanego dystorsjami z ustrojem zmodyfikowanym prowadzi nas do
prezentowanego juz wczesniej w przypadku elementéw kratowych réwnania:

kigh (8 — &09) = kigy €9, (3.127)

skad wyznaczamy wielkos¢ zmiany wspolczynnika sztywnosci podtuzne;j:

pO 0 @

R (3.128)
Kpa Ex

lub modelujaca ja dystorsje wirtualng:

89 = (1 ugh) e, (3.129)

przy czym pamiegtamy, ze formuly te stanowia zwigzek nieliniowy wzgledem dystorsji,
gdyz odksztalcenia calkowite réwniez (w powyzszych formulach — niejawnie) od nich
zaleza,

e =@ (...,69, . .). (3.130)

x T

19) Wyjatkiem sg tylko specyficzne konstrukcje, jak na przykiad przedstawiona w przykladzie 3.1.
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3.11.3. Dystorsje krzywiznowe a zmiana sztywnosci zgieciowej

Dla stanu zginania belki ptaskiej postulat identycznosci uogélnionych odksztalcen i sit
wewnetrznych konstrukeji zmodyfikowanej z konstrukcja modelowana, dystorsjami prowa-
dzi do réwnania:

iy [ = 349 + (X1 = x19) €] = k) [9 +x19¢]. (3.131)
Réwnoséé powyzsza musi byé¢ prawdziwa dla kazdego &, co jest spelmione wtedy i tylko
wtedy, gdy:
sy [ — 9] = kig)d?),
© © (3.132)
ki X = 3] = kg,
Prowadzi to do nastepujacych zwiazkow opisujacych zmiang wspoélczynnika sztywnosci
zgieciowej:
© _kpy AT N Y 5193
Her= e = © @ (3.133)
kE'J = Xz

ktoére mozna zapisa¢ w postaci

A0 = (1 p5)) 49, 9 = (1-u5) ) 9. (3.134)

Zauwazmy, ze pomiedzy skladowymi catkowitego uogélnionego odksztalcenia krzywizno-
wego, a dystorsjami zgieciowymi musi zawsze zachodzi¢ korelacja:

- (6) X(e)

BoaNCh

Niestety powyzsza zaleznos¢ nie pozwala nam, na wyeliminowanie jednej ze sktadowych

(3.135)

dystorsyjnych, np:
(e)

R = X;) 9, (3.136)

gdyz musimy pami¢tac, ze odksztalcenia calkowite wystepujace po prawej stronie tego
réwnania, zaleza, od stanéw dystorsji (a wiec miedzy innymi réwniez od )de)):

%(e):%f)(... ie),x(ze),...), o X(ze)(--- ie),f((ze),...). (3.137)

z

Jest to réwniez przyczyna, dla ktérej znajac modyfikacje wspélezynnika sztywnosci zgie-
siowej, ug?,, nie mozemy jednak od razu obliczy¢ modelujacych jg dystorsji ﬁge), )de),
korzystajac bezposrednio ze zwigzkéw (3.134), gdyz dystorsje te wystepujg réwniez (nie-
jawnie) po prawej stronie tych formul. Sg to zwigzki nieliniowe ze wzgledu na skltadowe
dystorsji. To samo dotyczy réwniez réwnania (3.129). Spos6b obliczania dystorsji modelu-
jacych zmiang sztywnosci konstrukeyjnych — wraz z prostym algorytmem oraz przyktadem
testowym — sg przedstawione w nastepnym rozdziale dla ogélnego przypadku konstrukeji

skladajacej z dowolnych, réznych elementéw skoriczonych®? .

20) Wiasciwie wymagane jest, aby dla danego elementu skoriczonego mozliwe bylo okreslenie bazy orto-
gonalnych deformacji wlasnych, co pozwoli na zdefiniowanie stanéw dystorsji jednostkowych. Nie zawsze
bedzie to oczywiste i bezproblemowe — patrz przypisy 14 i 15, str. 56.



ROZDZIAL

Modelowanie dystorsjami
parametrow konstrukcyjnych

4.1. Wprowadzenie

W rozdziale podany bedzie sposéb wykorzystania dystorsji wirtualnych do modelowa-
nia zmian parametrow konstrukcyjnych, wplywajacych na cechy sztywnosciowe ustroju.
Podejscie to mozna wiec wykorzystywa¢ do optymalizacji konstrukeji ze wzgledu na pa-
rametry projektowe, jak réwniez do modelowania defektow, ktore zazwyczaj powoduja,
lokalne obnizenie sztywnosci konstrukeji. Zaprezentowane réwnania i oparte na nich algo-
rytmy dotyczy¢ beds ustrojéow skladajacych sie z dowolnych elementéw skoriczonych?!
w ktorych aspekt dystorsyjny zrealizowano wedlig metodologii podanej w poprzednim
rozdziale. Prezentowane przyklady dotyczyé¢ beda konstrukeji pretowych.

4.2. Modelowanie zmiany parametréw konstrukcji

Konstrukcja poczatkowa (przy braku oddziatywar pozastatycznych, takich jak np.
obciazenie termiczne) spelia nastepujacy zwigzek konstytutywny:

S =k ki (4.1)

21) Patrz komentarz w przypisie 20, str. 69.

71
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gdzie: é’l sq skltadowymi wektoréw sit wewnetrznych elementéw konstrukeji (sktadowy-
mi tzw. naprezen uogélnionych), & sg skladowymi wektoréw uogélnionych odksztalcen,
natomiast k; to parametry sztywnosciowe elementéw konstrukeyjnych.
Analogiczny zwiazek dla sit wewnetrznych S; i odksztatcent uogdlnionych ¢; konstrukeji
zmodyfikowanej ma postac:
S, = ke, (4.2)

gdzie k; sg, sztywnosciami zmodyfikowanej konstrukeji.

Poprzez modyfikacje konstrukcji rozumiemy zmiange pewnych parametréow p, niekto-
rych jej elementéw. Parametrami tymi moze byé¢ przykladowo jaki§ wymiar przekroju po-
przecznego, calkowite pole przekroju, albo modutl Younga materiatu jakiegos elementu itp.
Te wybrane parametry grupujemy w wektor parametréw konstrukcyjnych p = [ S}.
Wymagamy, aby sktadowe tego wektora mialy jednoznacznie okreslony wplyw na uogél-
nione sztywnosci elementéw konstrukeji, czyli aby istniala zaleznos¢:

ki = ki(p), (4.3)

pociggajaca oczywiscie za sobg analogiczny zwigzek na sztywnosci i parametry zmodyfi-
kowane:

ki = ki(p), gdze b= [p,, (4.4)
przy czym ps to oczywiscie zmodyfikowana wartos¢ parametru p,.

Wygodnie jest postugiwaé si¢ nie tyle samymi warto$ciami (pierwotng i zmodyfi-
kowang) parametru konstrukcyjnego, co wielkoscia, opisujaca jego modyfikacje. Wiasnie
wspOtczynniki opisujagce modyfikacje parametréow konstrukeji stanowi¢ moga idealne pa-
rametry dla funkcji celu okreslonych dla réznych zagadnieri. Korzysta¢ zatem bedziemy
z wektora modyfikacji parametréw konstrukcyjnych

~

A= [/\S} , o skladowych: A\, = &, (4.5)

s
wyrazajacych stosunek zmodyfikowanej wartosci parametru do jego wartosci pierwotne;j.

Jezeli parametr p; charakteryzuje tylko jeden konkretny element konstrukcji to je-
go modyfikacja As bedzie wplywala na uogdlnione sztywnosci k; tylko tego elementu.
Zauwazmy jednak, ze mozna postugiwaé si¢ parametrami wspélnymi dla pewnej grupy
elementéw, co ma miejsce, gdy w konstrukcji dopuszczane sa zmiany dotyczace jednocze-
$nie wszystkich elementéw z danej grupy. Takie podejscie jest szczegdlnie istotne w za-
gadnieniach przeprojektowywania konstrukcji, gdzie wiele cech elementéw (jak materiat,
wymiary przekroju) musi pozosta¢ ujednolicone dla réznych grup elementéw, stanowigc
swego rodzaju ograniczenie (jedno z wielu) dla procesu optymalizacji. Proponowane po-
dejécie umozliwia naturalne i proste uwzglednienie tego ograniczenia juz na poziomie
opisu zagadnienia, tj. konstrukeji funkcji celu, a nie ograniczen nalozonych na jej para-
metry.

Idea analizowanej przez nas metody polega na wykorzystaniu dystorsji wirtualnych
w celu modelownia wplywu modyfikacji parametréw konstrukcyjnych. Pokazalismy, ze
sity wewnetrzne oraz odksztalcenia w konstrukeji modelowanej dystorsjami skiadaja sie
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z czynnika liniowego, bedgcego wynikiem obcigzenia statycznego, oraz z cze¢sci rezydual-
nej, pochodzacej od zadanych stanéw dystorsyjnych:

j€D
E; :Zlfl—f-{%:gfz—f—ZDUé] (47)
Jj€D

Jak wiadomo, przyjmujemy postulat, aby konstrukcja zmodyfikowana i konstrukcja mo-
delowana dystorsjami byly tozsame w sensie réwnosci pol odksztalceni i sit wewnetrznych.
Zatem, podstawiajac (4.6) i (4.7) do (4.2), otrzymujemy:

jeD JED

Dzielac strony powyzszego réwnania przez k; oraz wykorzystujac istotne w dalszych roz-
wazaniach oznaczenie:

k.
— 4.9
k ? ( )

otrzymujemy
Jj€D

Jest to uktad réwnan liniowych ze wzgledu na dystorsje &;:

je€D

gdzie:
Ay =08;— (1= ) Dy, b= (1— )& (4.12)

Rozwiazujac ten uktad otrzymamy dystorsje &;, ktore nalezy nalozy¢ na elementy kon-
strukeji poczatkowej, aby (przy zadanym, ustalonym obcigzeniu — tj. takim, dla ktérego
Wyznaczono &; oraz éz) otrzymaé takie same przemieszczenia, sity wewnetrzne i odksztal-
cenia uogdlnione, jak w konstrukeji zmodyfikowanej obcigzonej w ten sam sposéb. Znajac
wartosci dystorsji modelujacych &; mozemy szybko wyznaczyé¢ uaktualnione wartosci sit
wewnetrznych i odksztalceri (w lokalizacjach dystorsyjnych ¢ € D), korzystajac ze zwigz-
kéw (4.6) 1 (4.7). Zauwazmy tutaj, ze do wyznaczenia dystorsji oraz obliczenia aktualnych
stanéw odksztatcenia wykorzystujemy te sama, odksztalceniows macierz wptywu D;;, przy
czym w tym drugim przypadku peli ona role tzw. uogélnionej macierzy wpltywu (patrz
paragraf 2.3.2). Zwykle jednak interesuja nas aktualne (tj. po wirtualnych modyfikacjach)
wartosci dla okreslonych wielkosci innych niz odksztalcenia w lokalizacjach ¢ € D — efek-
tywnym podejsciem jest wykorzystywanie obliczonej na wstepie w tym celu odpowiedniej
ogolnej macierzy wplywu.

Wprowadzone oznaczenie (4.9) definiuje zmiane sztywnosci konstrukeyjnej k;. Bylo
ono juz wczesniej wykorzystywane dla konkretnych przypadkéw sztywnosei podiuznej
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i zgieciowej preta. Przyjmijmy teraz, ze zaleznosé (4.3) (wspélezynnika sztywnosci k; od
przyjetych parametréw konstrukcyjnych p) jest takiego rodzaju, ze parametr zmiany tej

sztywnosci da sie przedstawi¢ w postaci®?:

pi = pi(A), (4.13)

czyli jako funkcja wielkosci opisujacych modyfikacje parametréow konstrukcyjnych. Defi-
niujemy zatem wektor zmiany sztywnos$ci konstrukcji, jako w jednoznaczny sposéb
zalezny od sktadowych wektora modyfikacji parametréow konstrukcyjnych:

n(A) = [(N)] (4.14)

W przypadku stosowania Metody Dystorsji Wirtualnych do zagadnien wrazliwosci, w kto-
rych obliczamy wplyw na konstrukcje zmiany pewnych parametréw, potrzebujemy, aby
zaleznosé (4.13) byta rézniczkowalna, tzn. aby mozna bylo okresli¢ gradient

dp Opi
ﬁ()\) = [a)\s ()\)} . (4.15)

Przeprowadzone powyzej postepowanie jest niejako uogdlnionym powtérzeniem rozu-
mowania z rozdzialu 2.2. Zauwazmy bowiem, ze uktad (4.10) otrzymamy podstawiajac
zwigzek (4.7) do réwnania (2.9), gdzie oczywiscie wielkodci é;, €; oraz p; traktujemy tym
razem jako dystorsje, odksztalcenia i modyfikacje sztywnosciowe dowolnych elementéw
skoniczonych.

4.2.1. Podstawowy algorytm MDW

W tablicy ALGORYTM 4.1 przedstawiono najprostszy, podstawowy algorytm Meto-
dy Dystorsji Wirtualnych, ktérego celem jest wyznaczenie wartosci dystorsji wirtualnych
modelujacych modyfikacje konstrukeji pod ustalonym obcigzeniem statycznym oraz okre-
Slenie wplywu tych modyfikacji na zachowanie sie konstrukcji. Jedng z danych pobiera-
nych przez ten algorytm jest wektorowa funkcja zmiany sztywnosci konstrukeji, p(A), na
skutek zadanego wektora modyfikacji parametrow konstrukcyjnych, A. Sposéb konstru-
owania tej funkcji dla konstrukeji ztozonej z elementéw pretowych zostanie przedstawiony
w nastepnym podrozdziale. Przedstawione tam przyklady mozna uogélni¢ dla przypadku
innych elementéw skoriczonych. Zauwazmy réwniez, ze wymiar wektora funkcji mody-
fikacji sztywnosci musi byé¢ oczywiscie réwny liczbie zadanych lokalizacji dystorsjnych.
Ponadto sktadowe wektora modyfikacji, Ag, musza speliaé okreslone ograniczenia, przy-
najmniej zapewniajace nieujemnos$é¢ sktadowych wektora p.

Jedng z wielkodci obliczanych w inicjujacej cz¢sci algorytmu jest ogélna macierz wply-
wu, Da:. Do obliczenia tej macierzy potrzebne sg funkcje odpowiedzi, f,(q), ktére musza,
liniowo zaleze¢ od wezltowych przemieszczen konstrukeji, q, a wiec posrednio opisujg jak
dowolne obcigzenia statyczne konstrukeji, Q, (a wige réwniez np. obcigzenia kompensa-
cyjne) wplywaja na interesujace nas wielkodci. W praktyce sa to wigce czesto po prostu

22) Jest to zwykle mozliwe dla praktycznie przyjmowanych parametréw. Wybdr parametréw powinien
uwzgledniaé¢ ten postulat.
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ALGORYTM 4.1. Modelowanie modyfikacji parametréw konstrukcji statyczne;j.

Dane oraz obliczenia inicjujace
1. Dane sa:

konstrukcja pod ustalonym obciazeniem statycznym Q,

lokalizacje dystorsyjne: 7,7 € D,

funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywnosci: () = [ (A) ],

wektorowa funkcja odpowiedzi: f(q) = [ fa(q)].

2. Obliczamy:
o wektory liniowej odpowiedzi konstrukgji (tj. na obc. Q): &;, ]%a = fa(q dla Q).
e odksztatceniowa macierz wptywu: D;;,

e ogdlna macierz wptywu: Dy = falgdlag; =1).

Obliczenia powtarzalne
3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametréw konstrukcyj-
nych: A = [)\S].
Obliczamy modyfikacje sztywnosciowe: f1; = ; ().
Wyznaczamy macierz: A;; = 0;; — (1 — ps) Dij.
Obliczamy wektor prawej strony: b; = (1 — 1;) &;.

N o o s

Rozwiazujemy uktad réwnan: Z Aijéj = b;.
. . jeD
Otrzymujemy dystorsje: £;.

8. Obliczamy uaktualniony wektor funkcji odpowiedzi: f, = fa+Fa = ]%Q—I—ZDM £;.

7

funkcje liniowo zalezne od uogdlnionych przemieszczen weztéw w uktadzie globalnym,
przy czym przemieszczenia te wyznaczane sg dla konkretnych obciazert w wyniku rozwia-
zania podstawowego ukladu réwnan statyki konstrukeji (potrzebny jest wiec numeryczny
model konstrukeji). Funkcje odpowiedzi wykorzystuje sie réwniez na wstepie do obliczenia
liniowej odpowiedzi ustroju, fa, na zadane obcigzenie statyczne, Q. Dla tego obcigzenia
wyznaczana jest réwniez odksztalceniowa odpowiedZ uktadu w lokalizacjach dystorsyj-
nych, &;, ktéra niezbedna jest przy wyznaczeniu dystorsji wirtualnych. Dystorsje te mo-
deluja wiec zmiany parametrow konstrukcyjnych ustroju rozumianego jako konstrukcja
wraz z okreSlonym obciazeniem. Zauwazmy, ze zaréwno ogdlna macierz wplywu, jak i
odpowiedz liniowa wykorzystywane sg dopiero w ostatnim punkcie algorytmu, juz po ob-
liczeniu dystorsji wirtualnych. Jak juz wspomniano, podejscie to pozwala na catkowite
uniezaleznienie sie¢ od modelu konstrukeji po przeprowadzeniu obliczeni inicjujacych (tj.
zmagazynowaniu macierzy wpltywu itp.) — mozemy wtedy wielokrotnie wykonywaé ob-
liczenia dystorsji modelujgce dowolne zmiany zadanych parametréw konstrukcyjnych i
sprawdza¢ jak wplywaja one na aktualny stan wielkosci opisywanych przez zadany na
wstepie wektor funkcji odpowiedzi. Uzyskane wyniki mozna wykorzystywaé¢ w réznego
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rodzaju procedurach sterujacych, jako parametry funkcji celu itp., inicjujac kolejne ite-
racje, w ktérych ponownie obliczamy dystorsje wykorzystywane do modelowania nowych
modyfikacji.

Czasem bardziej odpowiednim moze by¢ podejscie, w ktérym nie korzystamy z ogdlnej
macierzy wplywu, Dai, gdyz z jaki§ przyczyn nie mozemy lub nie chcemy definiowaé
funkeji odpowiedzi (np. nie mozna okredli¢ na wstepie jaki rodzaj odpowiedzi konstrukeji
nas interesuje). W tym przypadku postepujemy nastepujaco:

e obliczamy dystorsje wirtualne, ;, wedlug punktéw 3+7 (majac w tym celu zmaga-

zynowane D, oraz &),

e obliczamy calkowite obcigzenie kompensacyjne dla wszystkich dystorsji, jako kombi-

nacje liniows, obcigzen kompensacyjnych dla odpowiednich dystorsji jednostkowych
ze wspotczynnikami kombinacji w postaci wartosci wyznaczonych dystorsji:

Qi) = 3 g, U a1, (4.16)

i€D

e wplyw tych dystorsji (czyli wirtualna modyfikacja) realizowany jest poprzez do-
danie powyzszego catkowitego obcigzenia kompensacyjnego (tj. pochodzacego od
wszystkich dystorsji) do ustalonego obcigzenia statycznego:

Qekt) — Q 4+ Qleatk), (4.17)

e otrzymane w ten sposéb aktualne obcigzenie konstrukeji, Q@) wykorzystujemy
obliczajac uogolnione przemieszczenia weztéw, ktére beda identyczne z przemiesz-
czeniami konstrukcji zmodyfikowanej poddanej obcigzeniu Q, i ktére mozemy teraz
wykorzysta¢ w dowolnym celu.

Zauwazmy, ze ten sposob postgpowania wymaga stalego dysponowania dost¢pem do nu-
merycznego modelu konstrukeji, ktory jednak dzigki zastosowaniu MDW nie podlega
modyfikacji.

Na koniec zajmijmy sie przypadkiem, gdy chcemy dokonywaé¢ wirtualnych modyfikacji
konstrukeji dla réznych wariantéw obciazenia statycznego, Q. Istotnym novum jest tutaj
tylko to, iz dla kazdego z tych wariantow w celu wyznaczenia dystorsji musimy najpierw
obliczy¢ odpowiednia odpowiedZ liniows, — odksztalceniowa, &;, oraz (ewentualnie) funkcji
odpowiedzi, ]%a. Macierze wplywu (zaréwno odksztalceniowa, jaki i ogélna) sg oczywiscie
dla wszystkich wariantow identyczne.

4.3. Przykladowe parametry konstrukcyjne, a zmiana sztyw-

nosci

W podrozdziale tym, dla przypadkéw elementéw pretowych oraz prostej konstrukeji
ramowej, zostang przedstawione przyklady konstruowania wektoréow modyfikacji parame-
tréw konstrukeyjnych oraz wyznaczania macierzy ich gradientu. Oczywiscie w analogiczny
sposéb nalezy postepowaé majac do czynienia z innymi elementami skonczonymi.
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4.3.1. Pret kratowy

W przypadku preta kratownicy dysponujemy, jak wiadomo, tylko jednym wspétczyn-
nikiem sztywnosci — brane pod uwage parametry musza wpltywacé na sztywnosé podiuzna,
charakteryzujaca, ten element. Wektor zmiany sztywnosci dla pojedynczego preta ma
zatem tylko jedng skladowa:

_ _ kea
p=lm], = (4.18)

Ponizej przedstawiamy przykladowe parametry konstrukcyjne elementu kratowego oraz
ich relacje z wektorem zmiany sztywnodci i jego gradientem.

e Rozpatrzymy wplyw modutu Younga materiatu preta lub (co jest tozsame) pola
jego przekroju poprzecznego na sztywnos¢ podiuzng preta. Niech zatem wektor
modyfikacji parametréw konstrukcyjnych ma jedng sktadowa A = [)\1}, przy czym
M\ = E/E lub A\, = A/A. Od razu wida¢, ze

p(A) =[] oraz 2—’;()\) = [1] = const. (4.19)

Ten oczywisty wynik jest tozsamy z sytuacja, w ktorej za parametr przyjetoby
bezposrednio sztywnos¢ podtuzng Ay = kg4.

e Mniej trywialny wynik otrzymamy przyjmujac modut Younga i pole przekroju jako
dwa niezalezne parametry®), czyli: A = [\ )\Q}T, gdzie \y = E/E, \y = A/A.
Wtedy

p(X) = [MA] oraz Z—'[;()\) = Bﬂ = const. (4.20)

e Rozpatrzmy pret o kotowym przekroju poprzecznym. Promient r tego przekroju
stanowi dla nas istotny parametr konstrukcyjny. Niech wiec: A = [)\1}, A =TT

Wtedy )
kpa  Eni® ()
—cea 2T (L 421
=2t = 2 () (421)
czyli
2 dp
p(X) = [N oraz ﬁ()‘) = [2\]. (4.22)

e Dla preta o przekroju kotowym za parametry pTrzyj mujemy modut Younga materiatu
i promien przekroju — zatem: A = [A; Xo], gdzie \; = E/E oraz Ay = #/r.
Wtedy

pA) = [MA2] oraz dm gy {2;32}. (4.23)

23)Mogloby sie wydawaé, ze w przypadku preta kratownicy lepiej jest zawsze przyjaé jeden, bezposredni
parametr: sztywnos$¢ podiuzng. Jednakze stosowanie podejscia, w ktérym rozrézniamy dwa parametry
(w taki sam, liniowy spos6b wplywajace na wspétezynnik sztywnoscei podtuznej) ma bardzo czesto sens
— np. w przypadku, gdy pret stanowi fragment konstrukcji, w ktérej zarazem modelujemy material,
jak i pola przekrojéw, przy czym — przykiadowo — material jest wspdlny dla pewnej grupy elementéw,
natomiast pola przekrojéw rozpatrujemy indywidualnie.
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4.3.2. Pret ramy plaskiej

Przypomnijmy, ze w plaskim precie Bernoulliego wyrdézniamy dwa wspétezynniki
sztywnosci: podtuzny kga i zgieciowy kg;. W poprzednim rozdziale pokazano, ze w ele-
mencie skoriczonym takiego preta mamy po trzy skladowe wektora odksztalcenia (3.57)
i trzy sktadowe wektora sit wewnetrznych (3.87). Spelniaja one zwigzek konstytutyw-
ny (4.1), gdzie podstawiamy: S5 = N9 e = &9 G = M9 . e = 59

Sy = Mz(ea)Sym ieg = X§e>, oraz dla skladowych stanu podiuznego ky = kpa, natomiast

?

dla obu par sktadowych stanu zgieciowego wykorzystujemy ten sam wspotczynnik sztyw-
nosci zgieciowej: ko = k3 = kgj. Zatem wektor zmiany sztywnosci dla pojedynczego
elementu bedzie mial trzy sktadowe i postac:

. kpa kg
p=|p2|, gdze p=-—  fiz=p3=—. (4.24)
s kpa kEg

Przyjmijmy, ze przekrdj poprzeczny elementu jest prostokatem o wymiarach: b x h.
Przypomnijmy, ze sztywnos¢ podhuzna takiego preta wynosi kgsa = FE bh, natomiast
sztywnos$é zgieciowa: kpy = E bh?/12. Ponizej prezentujemy przyktadowe wektory zmia-
ny sztywnosci i macierze ich gradientu przy wyborze odpowiednich parametréw konstruk-
cyjnych.

P .
e Niech A= [)\1], gdzie \y = —= lub A\ = l—) Wtedy
E b
Al 1
dp
p(X) = |\ oraz, ——(X) = | 1| = const. (4.25)
dA
A 1
: _ h
e Niech A= [)\1], gdzie A\ = 7 Wtedy
A 1
3 dp 2
pA) = |\ oraz ﬁ()‘): 3AT| - (4.26)
A3 3\2
E b h
o Nicch A= [\ Xy X)) gdzie A= —, A==, 3= . Wtedy
E b h
A1 Ao A3 p Ao A A3 A
pA) = [Maerd|  oraz ﬁ(x): A3 NS BAINZ] (4.27)
A Ao Ao A A A2
. : b h :
e Niech A = [/\1}, gdzie A\ = b= Przyjeta skladowa wektora modyfika-

cji oznacza, ze zmiana parametru konstrukcyjnego zachowuje proporcje pomigdzy
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dhugosciami bokéw przekroju (tzn. jesli np. przekrdj byl kwadratowy, to takim po-
zostanie po modyfikacji). Wtedy

Y, 2\
4 dp 3

p(X) = | A]| oraz ﬁ()‘) = |4} . (4.28)
Al 403

4.3.3. Parametry konstrukcyjne i sztywnos$ciowe ustroju na przykladzie ra-
my plaskiej

Rozpatrzmy rame plasksa, o przynajmniej dwéch elementach belkowych (e = 1,2)

i jednym kratowym (e = 3). Przekroje poprzeczne tych elementéw sg prostokatne o wy-

miarach: b x h®) (e = 1,2,3). Pozostale elementy nie sg brane pod uwage, gdyz

zaktadamy, ze parametry konstrukcyjne wplywajace na ich sztywnosé nie ulegajg zmianie

(moga to wiec nawet by¢ elementy skoriczone innego typu niz prety ramy plaskiej).

bs)
o Nicch A=[\ Ay As], gdze A= (s=1,2,3). Wiedy
A 10 0]
A 100
A 100
dp
(X)) = [A2], ﬁ()‘)_ 0 1 0| = const. (4.29)
Ao 010
Ao 010
s 0 0 1]
- 7 (s)
e Niech A= [\; Ay 3], gdzie )\SZW (s =1,2,3). Wtedy
A\ | (1 0 0]
A3 3320 0
A3 332 0 0
dp
p)= ol A= 0 1 0 (4.30)
A3 0 3X2 0
A3 0 3X2 0
|\ 0 0 1]
ORAC) POREAC) A®

. T .
e Niech A = [)\1 )\2 )\3] s gd21e )\1 = W = W’ )\2 A = L) )\3 = A6)
Przyjmujemy tutaj takie sktadowe wektora modyfikacji, ktore przy dodatkowym

zalozeniu, ze b = b® 1 K = h® oznaczaja, iz przekroje elementéw ramo-
wych (e = 1,2) sa i pozostang identyczne, natomiast ewentualne zmiany przekroju
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preta kratowego (e = 3) sa modelowane niezaleznie. Otrzymujemy

By e A0
A3 A3 3\ 0
A3 A3 3MA2 0
pA) = | MAz |, j_g'm: e A0 (4.31)
A3 A3 3\ 0
A3 A3 30N 0
i A3 ] | 0 0 1
- 5@ 7@
e Niech A\ = [/\1 )\2] , gdzie A\ = Ok Ay = ok Oznacza to, iz modelujemy
tylko element e = 2. Wtedy
B _ ;
1
1
BA) = | M2 | %O‘): M| (4.32)
A3 A3 3M N2
A A3 A3 3\
1] | 0 0

Oczywiscie w przypadku kiedy wiemy, ze elementy e = 1,3 nie beda modyfikowa-
ne nalezy ograniczy¢ zbiér lokalizacji dystorsyjnych tylko do dystorsji na elemen-
cie e = 2, co ograniczy wektor modyfikacji i macierz gradientu (4.32) do wierszy 4,
51 6.

4.4. Przyklad modelowania dystorsjami

Przedstawiony ponizej przykitad ma charakter czysto dydaktyczny — prezentuje kolej-
no obliczenia dokonywane w ramach algorytmu 4.1. Moze zatem stanowié¢ réwniez prosty
test numeryczny. Nie eksponuje jednak istoty MDW, ktéra polega na wykorzystaniu
mozliwosci wielokrotnego, wirtualnego modyfikowania ustroju dla probleméw modelo-
wania defektéw, uplastycznienia, do zagadnien przeprojektowywania oraz aktywnej lub
pét-aktywnej kontroli (active and semi-active control) i sterowania (tzw. konstrukcje “in-
teligentne” — smart structures).

Przyklad 4.1: Rozpatrywac bedziemy rame ptaska przedstawiona na rys. 4.1, poddana
ustalonemu obciazeniu statycznemu, sita skupiona P = 1000 N oraz momentem zginajacym
M = 500 Nm, w sposéb pokazany na rysunku.

Przyjmijmy dla wszystkich elementéw ramy identyczny materiat (stal) o module Younga:
E =2,1-10" N/m?. Natomiast charakterystyki geometryczne dla poszczegdlnych elementéw
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P
M
fz? (2) 3 (4) T (5) 6

@) 5 i

(D 3) ©) -

Rys. 4.1. Rama plaska. Modyfikacja dotyczy elementéw 3 i 4.

sa nastepujace:

AD =A@ = A®) =12.10%m?, A9 =12.10"m?
JH = JP = g = 16.107"m?,

oraz dla elementéw nr3 i 4:

AB) — p2 AD —pp JW — b_h3
) ) z 10
skad mozna wnioskowaé, ze h jest wysokoscia prostokatnego przekroju poprzecznego elemen-
tu e = 4, natomiast b jest jego szerokoscia, a zarazem dtugoscia boku kwadratowego przekroju
elementu e = 3, przy czym uznajemy, ze podczas ewentualnych modyfikacji ta zalezno$¢ musi
zosta¢ utrzymana. Przyjmujemy, ze pierwotne wartosci tych parametréw wynosza:

b=3-10"2m, h=4-10"%m.

Interesowaé nas bedzie wptyw modyfikacji powyzszych parametréw na konstrukcje pod
zadanym obciazeniem statycznym. Wektor modyfikacji parametréw konstrukcyjnych ma zatem
postac:

b h
2o Mg = —

= —. 4.33
S = (433)

A .
A= L\j , gdzie: A\ =

Modyfikacje dotyczy¢ beda tylko elementéw nr3 i 4, gdyz zmiana wartoéci parametru h
wptywa na wspédtczynniki sztywnosci k%ﬁl oraz k:g} za$ zmiana parametru b wptywa na te
sztywnosci i dodatkowo na wspdtczynnik kg}l Wektor modyfikacji sztywnosci definiujemy
zatem nastepujaco:

2
T >\1
2(3) 7.(4) 2.(4) 2.(4)
p(n) = B Ha o By EG)_ A (4.34)
- 3 4 4 4 - b) N
kEA kEA kEJ kEJ )\1)\%

AN
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natomiast lokalizacje dystorsyjne wskazuja (odpowiednio) parametry uogélnionych odksztatceri
dla tych elementéw:

D:{1—>5§33), 2 — e 3 5 4—>X(Z4)}, (4.35)

a wieci,j =1,...,4. Wektor dystorsji definiujemy konsekwentnie w nastepujacy sposéb:
T
= |9 ) 2 0] (4.36)

Potrzebna dla obliczania dystorsji odksztatceniowa macierz wptywu ma wymiar 4 x 4
i postac:

9,999141E-01 4,553945E-06 -3,415458E-05 2,276972E-06
1,366183E-05 9,999992E-01 5,834806E-06 -3,889870E-07
-7,684781E-01 4,376104E-02 6,717922E-01 2,188052E-02
1,636956E-01 -8,752209E-03 6,564156E-02 9,956239E-01

D= [Dz'j] = (4.37)

Natomiast zalezna od ustalonego obciazenia statycznego, a wiec liniowa czes¢ odksztatcen w
lokalizacjach dystorsyjnych wynosi:

1,529805E-06

T

L rL]_ (L3 L4 L) L@| _ 1,720844E-07

E_[gi]_[&(” &0 3 ) =1 ) pseneen-03 | (4.38)
-5,504527E-03

Przyjmijmy, ze z jakis wzgledéw interesowa¢ nas beda tylko:
® przemieszczenie pionowe wezta nr b,
e réznica pomiedzy katami obrotu weztéw nr3 i 2 (nb. wielko$¢ ta jest proporcjonalna do
krzywizny belki e = 2).
Zauwazmy, ze obie te wielkosci sa liniowo zalezne od uogdlnionych przemieszczeri konstrukgji,
a wiec liniowo zalezne od obciazenia itd. — spetniaja wiec zatozenia zatozone na sktadowe
wektora funkcji odpowiedzi. Zatem o = 1, 2, za$ wektor funkcji odpowiedzi ma postac:

f= |:;;:| s gdzie: f1 = Vs, f2 = @3 — Y. (439)

Funkcje te wykorzystujemy do obliczenia ogélnej macierzy wptywu (o wymiarze 2 x 4):

]5 _ [13 ] . 2,313065E+00 8,673052E-02 -1,504789E-01 -1,233014E-01 (4 40)
o -1,251920E+00 8,261400E-02 -6,196050E-01 4,130700E-02 |’ )
oraz wyznaczamy liniowa odpowiedz konstrukcji na zadane obciazenie statyczne:
L L 5,602002E-03
f= =7 . 4.41
[fo] [7,705601E—03] (441)

Majac zmagazynowane odksztatceniowa macierz wptywu (4.37) oraz linowe odksztatce-
nia (4.38), mozemy oblicza¢ wektor dystorsji wirtualnych modelujacych zadane modyfikacje
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parametréw konstrukcyjnych (4.33). Przyktadowo dla A = [0,8 O,G}T obliczamy wektor mo-
dyfikacji sztywnosci:
T

pA) =[] = [0,64 0,48 0,1728 O,1728} (4.42)

ktéry wykorzystujemy do wyznaczenia macierzy A;; i wektora prawej strony b;, zgodnie z wzo-
rami (4.12). Nastepnie rozwiazujemy uktad réwnani (4.11), otrzymujac poszukiwany wektor
dystorsji:

9,269262E-07
1,645735E-07
-5,288167E-03
-2,743663E-02

e=a] = (4.43)

Wykorzystujac z kolei ogélna macierze wptywu (4.40) oraz liniowa odpowiedZ konstruk-
cji (4.41) wyznaczamy uaktualniony wektor funkcji odpowiedzi:

. [f } | 9,782894E-03 (4.44)
- U 1 9,847704E-03 | '

Dla A = [1,0 O,G}T otrzymujemy inne wartosci dystorsji oraz inne wyniki dla wektora
funkcji odpowiedzi:

0,000000E+00
R 1,027461E-07 8,827059E-03
= [6] = o=l = -
-4,459823E-03 9,613347E-03
-2,071297E-02

é (4.45)

Dystorsja é; = &¥

jest zerowa, gdyz dla A\; = 1,0 (tzn. przy braku modyfikacji parametru b)
sztywnos¢ elementu e = 3 nie ulega zmianie.

Sprawdzono, ze uzyskane rezultaty, bedace wynikiem wirtualnych modyfikacji za pomoca
dystorsji sa takie same (z doktadno$cia do btedéw numerycznych mniejszych niz 10713) jak
wyniki otrzymane dla faktycznych modyfikacji (tzn. zmieniajacych macierz sztywnosci kon-

strukgji).



ROZDZIAL

Zastosowanie MDW
do analizy wrazliwoSci
konstrukcji statyczne;j

5.1. Wprowadzenie

Analiza wrazliwosci polega na badaniu w jaki sposéb zmieniaja, sie¢ wlasnosci ustroju
w odpowiedzi na niewielky modyfikacje (perturbacje) zmiennej projektowej, rozumianej
jako zmiana pewnego parametru konstrukcyjnego. W sensie matematycznym analiza ta
polega na znalezieniu pochodnych pewnej funkcji ze wzgledu na wybrane zmienne. Funk-
cja ta stanowi réowniez (w najbardziej ogdlnie rozumianym sensie) okreslong w pewien
sposob odpowiedz ustroju. W przypadku, gdy jest liniowo zalezna od przemieszczenri kon-
strukcji bedzie ona spelniala kryteria funkcji odpowiedzi. Ogélnie jednak mozna méwié o
pewnej dosy¢ dowolnej funkeji (tzn. spehiajacej tylko pewne “stabsze” warunki matema-
tyczne), ktérg nazywaé bedziemy funkcja celu. Zaktadaé jednak bedziemy, ze funkcja
ta w “jawnie rézniczkowalny sposob” zalezy wiasnie od okreslonych funkcji odpowiedzi,
czyli:

faX) = faa(EN). £A) = [faV)]. A€ L, (5.1)

gdzie A = [)\s] jest oczywiscie wektorem modyfikacji parametréw konstrukcyjnych, kto-
rego sktadowe stanowig zarazem, jak widaé¢, parametry funkcji celu. Zwykle na parametry
funkcji celu nalozone sg pewne ograniczenia, wynikajace z istoty problemu, dla ktérego
funkcja celu stanowi matematyczny opis. Uwzglednienie tych ograniczen pozwala zdefi-
niowaé zbiér dopuszczalnych wektoréw modyfikacji £. Oprécz tego oczywistym jest, iz

85
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dopuszczalne wartosci parametréw Ay powinny przynajmniej zawsze gwarantowaé nie-
ujemnos$¢ wspélezynnikéw sztywnosci, tzn.:

wi(A) =0 dla Ae L. (5.2)

Wrazliwosé na niewielks, perturbacje parametrow Ag opisana jest zatem przez gra-
dient funkcji celu: .

OferN) _ Ofua() Dfu(N)

OAs Ofa 0N

W rozdziale 7 rozumowanie analogiczne do przedstawionego tutaj zostanie powtoé-

(5.3)

rzone i nieco szerzej oméwione w kontekscie analizy wrazliwosci konstrukeji poddanej
obcigzeniu dynamicznemu.

5.2. Gradient funkcji odpowiedzi

Wstepne oméwienie zagadnienia wrazliwosci, a zwlaszcza réwnanie (5.3) pokazuja,
ze analiza wrazliwosci, czy tez obliczanie pochodnych funkeji celu sprowadzaé sie bedzie
w zasadzie do wyznaczenia gradientu funkcji odpowiedzi:

df 0fa(N)
ﬁo‘):{ O\ } 54)

Przypomnijmy, ze funkcja odpowiedzi sktada si¢ z czynnika czynnika liniowego, bedacego
wynikiem obcigzenia statycznego oraz z czynnika rezydualnego zwiazanego z modelowal-
nymi przez dystorsje wirtualne modyfikacjami parametréw konstrukcyjnych:

FaN) = fo+ JaN) = fot D2 Dai &(A (5.5)

i€D

przy czym — jak to ukazano w powyzszym wyrazeniu — czes$¢ liniowa jest zalezna tylko od
obcigzenia i (niejako z definicji) nie moze zaleze¢ od modyfikacji parametréw projekto-
wych A4, gdyz parametry te musza, by¢ powiazane z wielkosciami p; opisujacymi zmiang
sztywnosci konstrukecji. Zatem widaé¢, iz sktadowe gradientu funkcji odpowiedzi zaleza,
tylko od czesdci rezydualnej, ktéra z kolei zalezna jest od dystorsji £;(A), modelujacych
modyfikacje sztywnosciowe konstrukcji wynikle ze zmian wartosci parametrow Ay, co po
zrozniczkowaniu prowadzi do zwiazku:

Ofa(N) afa (76Z
™ ED Do - (5.6)
gdzie pojawiaja sie wielkosci 2 8)\ ,
dé [ 04i(N)
d)\()\) = { o\, } . (5.7)

Wyznaczenie tych skladowych stanowi¢ bedzie istote proponowanej metody obliczania
gradientu funkcji odpowiedzi.
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5.3. Gradient dystorsji

Gradient dystorsji wyznaczymy rézniczkujac ukltad réwnan (4.10) wzgledem sktado-
wych wektora A = [)\8], pamigtajac, ze nie tylko &; = &;(A), ale réwniez p; = pi(A). Po
zrozniczkowaniu oraz zastosowaniu zwigzku

ZI:JZ‘ + Z Dij éJ(A) = gfz + gZ(A) = 52‘(A)7 (58)
jED
opisujgcego catkowite odksztalcenia w lokalizacjach dystorsyjnych, otrzymujemy nastepu-
jacy zbiér S uktadéw réwnan liniowych (S = dim(A)) na sktadowe gradientu dystors;ji:

>4y i = Ry, (5.9)

Jj€D
gdzie macierz gléwna jest taka sama dla wszystkich ukltadéw i ma postac¢ identyczna, jak

dla uktadu (4.10), tzn.:
Aij =05 — (1= ps(N)) Dy (5.10)

Wida¢ zatem, ze w celu wyznaczenia wszystkich skladowych gradientu dystorsji wystar-

czy tylko raz dokonaé¢ rozktadu LU macierzy A;;, a nastepnie dla kazdego s = 1,...,5

R

obliczy¢ wektor prawej strony

Opi(A)
O

odpowiedniego uktadu réwnan (5.9), ktéry mozna teraz szybko rozwigzac¢. Zauwazmy

Bis = — ei(N) (5.11)

tutaj, ze do obliczenia wektoréw (5.11) musimy zna¢ odksztalcenia (5.8), ktére w zale-
78 réwniez od dystorsji wirtualnych. Musimy zatem uprzednio wyznaczy¢ te dystorsje
rozwigzujgc uklad (4.10), opisany — jak juz wspomniano — przez te samg macierz A;;.

5.4. Algorytm dystorsyjnej analizy wrazliwo$ci ustroju sta-
tycznego

W tablicy ALGORYTM 5.1 zaprezentowano sposéb wykorzystania dystorsji wirtual-
nych dla analizy wrazliwosci ustroju statycznego. Zwréémy uwage, iz w pewnej czesci
algorytm ten jest powtorzeniem algorytmu 4.1, gdyz dla wyznaczenia stanowiacego gléw-
ny cel obliczert gradientu dystorsji potrzebujemy réwniez obliczy¢ odpowiednie dystorsje
wirtualne. Stad komentarze dotyczace algorytmu 4.1 sg aktualne takze i tutaj.

Na zakoriczenie rozpatrzmy jeszcze pewien szczegdlny przypadek, gdy A = 1 (czyli,
gdy wszystkie sktadowe wektora modyfikacji sg, jednostkowe: A\; = 1). Wtedy algorytm 5.1
bardzo si¢ upraszcza. Zauwazmy bowiem, ze u;(1) = 1, a wigc macierz gtéwna jest
jednostkowa, A;; = d;;, dystorsje sg zerowe, &; = 0, za$ odksztalcenia caltkowite sg réwne
liniowym, &; = &;. Zatem nie musimy nawet zna¢ odksztalceniowej macierzy wplywu, D;;,
gdyz sktadowe gradientu dystorsji wyznaczamy bezposrednio ze wzoru:

0g;(1) _ _aMz‘(l) L
OAs oNs "

(5.12)
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ALGORYTM 5.1. Analiza wrazliwosci konstrukeji statycznej.

N o o s

10.

Dane oraz obliczenia inicjujace

Dane sa:
e konstrukcja pod ustalonym obciazeniem statycznym Q,
o |okalizacje dystorsyjne: i,7 € D,
e funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywnosci: () = [ ()], oraz funkcja
jej gradientu & (X) = [nggw},
e wektorowa funkcja odpowiedzi: f(q) = [fa(q) }
. Obliczamy:

L
e wektory liniowej odpowiedzi konstrukgji (tj. na obc. Q): &, fo = folq dla Q).
e odksztatceniowa macierz wptywu: D;;,

e ogdlna macierz wptywu: Dy = falgdlag; =1).

Obliczenia powtarzalne

Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametréw konstrukcyj-
nych A = [)\s].

Obliczamy modyfikacje sztywnosciowe: f1; = ; ().

Wyznaczamy i dekomponujemy (rozktad LU) macierz: A;; = ;5 — (1 — 13) Dj.
Obliczamy wektor prawej strony: b; = (1 — ;) &,

Rozwiazujemy uktad réwnan: Z Aijéj =b;.

Otrzymujemy dystorsje: £;. <P

Obliczamy odksztatcenia catkowite: ¢; = 5LZ + gi = 5LZ + Z Djj; ;.

Jj€D
Przeprowadzamy nastepujace dziatania dla kazdego s:
: . Op; Oy O
oblicza ektor prawej strony: B;; = ——— ¢g;, gdzie: = A),
e obliczamy wektor prawej strony: B a)\sgzgm N 8)\S()
& -
e nastepnie rozwiazujemy uktad réwnan: ZAZ-j 8% = Bis.
y jED B
Otrzymujemy gradient dystorsji: ——.
O

Obliczamy wyniki:

Ot _0fn _y~p 05

s O\, - oA’
1€D

e gradient funkcji odpowiedzi:

e warto$¢ funkcji odpowiedzi (mozna obliczaé juz po 7-ym punkcie algorytmu):

L R L 9
fa:fa+fa:fa+ZDaiéi-

€D
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co oznacza, ze sktadowe gradientu funkcji odpowiedzi sg réwne:

0fa(1) _ S D Opa(1) o

N T (5.13)

1€D
Przypadek ten wydaje si¢ by¢ dosy¢ istotnym — czesto moze on stanowi¢ punkt startowy

dla wielu zagadnien wykorzystujacych analize wrazliwo$ci i opartych na procedurach
iteracyjnych.



ROZDZIAL

Metoda Impulsowych
Dystorsji Wirtualnych
(MIDW)

6.1. Wprowadzenie

Od tej chwili zajmowacé sie bedziemy analiza, dynamiczng, konstrukcji. Istnieje wiec
potrzeba wprowadzenia czynnika czasu do Metody Dystorsji Wirtualnych. Przyjmiemy
zatem, ze dystorsje wirtualne sg teraz funkcjami zaleznymi od czasu. Uzyskane odpowie-
dzi konstrukeji (tzw. funkcje przejécia) na wymuszenia zadane tymi dystorsjami, réw-
niez beda funkcjami parametru ¢, co oznacza, ze generowaé beda trdjwymiarowa macierz
wplywu. Do tej pory oba wymiary macierzy wplywu wiazaly si¢ z polozeniem elementow,
w ktorych zadawana jest dystorsja oraz w ktorych uzyskiwana jest odpowiedZ konstrukceji.
Teraz dochodzi wymiar zwigzany z dyskretyzacja przestrzeni czasowej. Ogélnie mowigc,
wielkosci, ktére wezesniej okreslane byly mianem wektoréw??) (np. wektor przemieszczer,
czy tez wektor odksztalcenn konstrukeji), a ktérych sktadowe zalezg od czasu, bedg teraz
wielko$ciami dwuwymiarowymi (chociaz nadal nazywane beda, wektorami); natomiast —
z tych samych wzgledéw — macierz wpltywu jest (jak juz wspomniano) macierzg tréjwy-
miarows.?”)

2)'W tym kontekscie chodzi raczej o tablice jednowymiarows, a nie element przestrzeni liniowe;.

25) Umowa: W calej pracy zachowywaé bedziemy, z reguly, zapis wlasciwy dla funkcyjnej zaleznosci
od czasu, tzn. niejako przed dyskretyzacja przestrzeni czasowej. Indeks ¢ umieszczamy zatem tak, jak
gdyby byl zmienng lub parametrem, np.: D;;(t), &;(t), zamiast (odpowiednio): D;j;, €;r. W przypadku
sumowania po czasie stosowany jednak zwykle bedzie znak sumy, a nie calki.

91
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Przedstawione w niniejszym rozdziale uogélnienie MDW na zagadnienia dynamiki
ukladéw liniowych bazowaé¢ bedzie na tzw. metodzie impulsowej funkcji przejscia. Zostanie
pokazane, ze stanowigca podstawe dla obliczert numerycznych macierz wplywu tym razem
obliczana bedzie dla elementarnych impulséw dystorsji jednostkowych. Z tych powodéw
odpowiednig wydaje si¢ by¢ proponowana nazwa: Metoda Impulsowych Dystorsji
Wirtualnych.

6.2. Wykorzystywane pojecia

Ponizej przedstawiamy definicje podstawowych pojeé, ktére beda, wykorzystywane do
opisu Impulsowej MDW - sg to:
funkcja przejscia — odpowiedZ na zadane wymuszenie (np.: przemieszczenia lub od-
ksztalcenia w funkcji czasu), uzyskana w okreslonym miejscu konstrukeji lub (ogdl-
niej) liniowa kombinacja réznych odpowiedzi wyznaczonych w dowolnych lokaliza-
cjach, ale dla tego samego wymuszenia,

impulsowa funkcja przejscia — odpowiedZ konstrukcji na elementarne wymuszenie
przytozone impulsowo w chwili poczatkowej,

impuls dystorsji jednostkowej — dystorsja  jednostkowa  przylozona impulsowo
w chwili poczatkowej,

impulsowy wektor wpltywu — impulsowe funkcje przejscia (w postaci dwuwymiarowe-
go wektora), otrzymane dla okreslonego impulsu dystorsji jednostkowej,

impulsowa macierz wplywu — tréjwymiarowa macierz grupujaca impulsowe wektory
wplywu.

Jak wida¢ niektére z definicji sg konsekwentnym uogélnieniem (na przypadek dynamiki)

poje¢ wykorzystywanych do opisu zagadnienia statycznej MDW. Pojecia funkcji przejscia

i impulsowej funkcji przejécia beda wykorzystywane gtéwnie w nastepnym podrozdziale,

natomiast w dalszej czesci pracy te same okreslenia beda z reguly stuzyly do okresla-

nia dwuwymiarowych wektoréw grupujacych kolejne chwilowe wartosci funkcji przejscia

uzyskanych w wielu okreglonych lokalizacjach konstrukeji (czasem bedziemy w tym kon-

tekscie uzywaé bardziej precyzyjnego terminu — wektor funkcji przej$cia). Zauwazmy

rowniez, ze funkcja przejscia to po prostu zmienna w czasie funkcja odpowiedzi.

6.3. Opis propagacji fali sprezystej metoda impulsowej funkcji
przejscia

Jednym z podstawowych zalozen, ktore przyjeliémy do tej pory jest postulat matych
przemieszczeri (matych drgan), czyli liniowo$¢é geometryczna. Postulat ten pozwala na
stosowanie zasady superpozycji. Wiedzac o tym, do opisu propagacji fali sprezystej wy-
muszonej dowolng funkcjg czasu, mozna zastosowaé¢ tzw. metode impulsowej funkcji
przejscia. Opis tej klasycznej metody mozna znalezé¢ w wielu publikacjach dotyczacych
drgan ukltadéw dynamicznych, przykladowo [31, 5, 6], réwniez w ujeciu MES [45]. W me-
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todzie tej funkcje wymuszajaca, przedstawiamy jako sume elementarnych impulséw sity,
zas rozwigzanie jako superpozycje rozwigzan otrzymanych dla kolejnych wymuszeri impul-
sowych. Szczegbélowe postepowanie opiera si¢ na rozumowaniu przedstawionym ponizej,
gdzie dla prostoty ograniczono si¢ do przypadku jednego stopnia swobody.
e Niech Q(t) bedzie pewng funkcja wymuszajacg drgania uktadu o jednym stopniu
swobody (rys.6.1). Ruch uktadu opisany jest réwnaniem rézniczkowym

m(t) +cq(t) + kq(t) = Q1) (6.1)

gdzie: m jest masg (m # 0), ¢ — tlumieniem, natomiast k — sztywnoscig ukla-
du. Przed scatkowaniem réwnanie (6.1) wygodnie jest podzieli¢ stronami przez m
i przedstawi¢ w postaci

Q(t)

G(t) + 2w (t) + wiq(t) = T (6.2)

gdzie wykorzystujemy wielkosci definiujace czestosé drgan wlasnych oraz bezwymia-
rowy parametr ttumienia uktadu:

def /| k def C
pu— —_— pu— . 6-3

Rys. 6.1. Uklad drgajacy o jednym stopniu swobody.

e Przyjmijmy teraz, ze wymuszenie Q(t) jest sily (blisks impulsowi prostokatnemu)
dzialajacg w bardzo krétkim przedziale czasu [7 — A7/2, 7 + A7/2] (rys.6.2), tzn.:

0 dla t < (17— A7/2),
Q(t) = ¢ Q,(t) = const dla (7 —A7/2) <t < (17 + AT/2), (6.4)
0 dla t > (1 4+ A7/2),

Wartoscig impulsu takiej sity nazywamy catke oznaczong

TH+AT/2

L« / Q(t)dt = Q, A, (6.5)

T—AT/2
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Q)

Q:

- ——— 1]

Rys. 6.2. Sila dzialajgca w bardzo krétkim przedziale czasu i wartosé impulsu.

gdzie @), jest $rednig wartoscia impulsu tej sity, przy czym dla At — 0 powin-
na zachodzi¢ prawidlowosé¢ @, — Q(7). Zauwazmy przy okazji, ze impuls I, ma
wymiar [Ns].

Dla At — 0 impulsowy site wymuszajaca, (6.4) mozemy definiowaé nastepujaco:

Q(t) = Q’T 5(t - T)a (66)

gdzie wykorzystujemy dystrybucje (tj. funkcje uogélniong) 6(t), okreslang mianem
funkcji delta Diraca®®. Dystrybucja d(t—7) opisuje dzialanie impulsu jednostkowego
zadanego w chwili 7, przedstawionego na rys. 6.3(a).

e Rozpatrzmy teraz konkretny przypadek, gdy impuls sily wymuszajacej zadany jest
w chwili poczatkowej 7 = 0, czyli:

Q(t) = Qo d(2). (6.7)

Zakladamy, ze masa m znajdowala si¢ w spoczynku tuz przed przytozeniem impulsu
sity (czyli w chwili ktérg oznaczmy przez 07) — zatem: ¢(0~) = 0. Impuls w czasie
dziatania bliskim zeru powoduje nagty przyrost predkosci, a wige: ¢(0) # 0. Wynika

26) Niezbyt poprawnie z punktu widzenia matematyki dystrybucje Diraca definiuje sie czesto jako funk-
cje — zerowg na caltym zbiorze liczb rzeczywistych z wyjatkiem punktu 0, gdzie “przyjmuje” ona wartosé
nieograniczong (!):

0 dla t#T,

oo dla t=r7.

5(t) =

0 dla t#0,
oo dla t=0,

czyli ot—1)= {
Ponadto definiuje si¢ dla niej nastepujace wlasnosci catkowe

—+oo —+oo —+oo —+o0

/6(75) it — /5(7:—7) =1 oras /Q(t) 5(t) dt < Q(0), /Q(t) 5t — 7)dt < O(r),

gdzie Q(t) jest dowolng funkcja. Zauwazmy, ze wykonanie formalnego (tj. poprawnego) calkowania we
wszystkich powyzszych wzorach daloby oczywiscie w wyniku warto$é 0 — w przypadku catki Riemanna —
lub oo (nieskoriczonosé aktualng!) — w przypadku catki Lebesgue’a.
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to z prawa zachowania pedu:

0
ma(0) - md(0) = [ Qo) dt = Io (63)
o
skad otrzymujemy wartosé¢ predkosci, ktorg osigga masa w chwili przylozenia im-
pulsu sity:
Iy
1(0) = —. 6.9
q(0) = — (6.9)

Wida¢ zatem, ze obcigzenie impulsem sily nalezy zastapi¢ warunkiem na predkosé
poczatkows,

e Korzystajac z przeprowadzonego rozumowania przemieszczenia uktadu poddanego
obcigzeniu impulsowemu (6.7) wyznaczymy catkujac réwnanie jednorodne

mit) + ¢q(t) + kq(t) =0, (6.10)

z warunkami poczatkowymi o zerowym przemieszczeniu i niezerowej predkosci po-
czatkowej (ktérej warto$é zalezy od wielkodci impulsu i masy uktadu):

1= (6.11)
i(0) = |

Dla rozpatrywanego ukladu o jednym stopniu swobody tatwo znajdujemy rozwia-
zanie analityczne w nastepujacej formie:

q(t) = m]ld exp(—Cwt)sin(wat),  (t>=0), (6.12)

gdzie wykorzystano oznaczenie opisujace tzw. czesto$¢ kotowaq drgan ttumionych:

we & wy/1- 2, (6.13)

oraz przyjeto, ze thumienie ukladu jest podkrytyczne (¢ < ¢, = 2mw), co oznacza,
ze 0 < (< 1.

e Rozwigzanie (6.12) zapiszmy w postaci

q(t) = 1o ho(t), (6.14)

gdzie pojawia sie tzw. impulsowa funkcja przej$cia®”

0 dla ¢t <0,

ho(t) = 6.15
ol?) ! exp(—Cwt) sin(wq t) dla t > 0. (6.15)

m wWq

Latwo zauwazy¢, ze funkcja ta jest rozwiazaniem uzyskanym dla wymuszenia im-
pulsem jednostkowym Iy = 1, zadanym w chwili poczatkowej 7 = 0.

27) Opisuje ona odpowied7 uktadu w dziedzinie czasu. W dziedzinie czestotliwosci mozna przeprowadzacé
analogiczng analize — odpowiedz ukladu opisuje tam tzw. funkcja przenoszenia (transmitancja).
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e Rozwigzaliémy zagadnienie drgan ukiadu obcigzonego impulsowo w chwili poczat-

kowej. Otrzymany wynik mozna uogélni¢ dla impulsu sily przylozonej w dowolnej
chwili 7, czyli dla obcigzenia (6.6). Rozwigzanie, czyli funkcje przemieszczenia mo-
zemy od razu przedsatwi¢ w postaci:

a(t) = I ho(t) = I ho(t — 7), (6.16)

wykorzystujac fakt, iz funkcja przejscia dla impulsu jednostkowego zadanego
w chwili 7 jest niejako “przesunigciem w czasie” (o czas 7) funkcji przejécia od
impulsu zadanego w chwili poczatkowej, czyli:

0 dla t <7,

he(t) =ho(t —7) = 6.17
© ( ) ! exp(—Cw(t—7))sin(wq (t — 7)) dla ¢t >7. (6.17)

m wq

Impulsows funkcje przejécia (6.17) wraz z odpowiadajacym jej wymuszeniem (6.6)
przedstawiono na rys. 6.3.

(a) Q1)

—

o(t—1)

Rys. 6.3. (a) Wymuszenie impulsowe. (b) Impulsowa funkcja przejscia dla uktadu thumionego.

e Rozpatrzmy teraz ogdlny przypadek obcigzenia dowolng funkcjg czasu. Zauwazmy,

ze dowolng funkcje wymuszajacg Q(t) mozna rozpatrywaé jako zlozenie sekwencyj-
nie nast¢pujacych po sobie elementarnych impulséw o wielko$ciach réwnych warto-
$ciom tej funkcji w kolejnych chwilach 7 (rys. 6.4):

dI. < Q(r) dr. (6.18)
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MMM Nty

—

&

Rys. 6.4. Przyklad sily wymuszajacej o dowolnej postaci z wyréznionym elementarnym im-
pulsem.

Odpowiedz uktadu (liniowego) bedzie superpozycjg rozwigzan uzyskanych dla ko-
lejnych wymuszen impulsowych.

Zgodnie z rozwigzaniem (6.16), odpowiedZ przemieszczeniowa ukladu na elementar-
ny impuls (6.18) zadany w chwili 7 ma posta¢

dg,(t) = dI. ho(t — 7) = [Q(7) d7] ho(t — 7). (6.19)

Sumujac odpowiedzi na wszystkie elementarne impulsy w przedziale czasu (0, t)
otrzymujemy rozwigzanie jako tzw. calke Duhamela

o(t) = / dg, = / Q(r) ho(t — 7) dr, (6.20)

ktora dla podkrytycznie tlumionego ukitadu o jednym stopniu swobody, zgodnie
z rozwigzaniem (6.17), przedstawiamy w nastepujacej formie

t

exp(—(Cwt) /Q(T) exp(Cw ) sin(wq (t — 7)) dr

0

q(t) = —

_ 1 /Q(t_T) exp(Cw ) sin(wq 7) dr. (6.21)

™m wWq

Istotg, przeprowadzonego postepowania jest to, ze otrzymane rozwigzanie (catka Du-
hamela) stuzy do wyznaczenia odpowiedzi ukladu liniowego na wymuszenie o (pra-
wie) dowolnej postaci®®.
Wyprowadzone powyzej wzory nalezy uogélni¢ dla uktadu o dowolnej (skoniczonej)
liczbie stopni swobody. OdpowiedZ dynamiczna takiego ukladu na obcigzenie dowolnym
wektorem funkcji wymuszajacych drgania Q(¢) opisana jest réwnaniem ruchu

Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = Q(b), (6.22)

28) Posta¢ ta musi tylko spelnia¢ pewne warunki matematyczne (wystarczy, aby to byla funkcja calko-

walna z kwadratem, czyli opisujaca sygnal o skoniczonej energii).
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gdzie: M, C, K to (odpowiednio) macierz bezwtadnosci, macierz ttumienia oraz macierz
sztywnos$ct uktadu. Odpowiedz te wyznaczy¢ mozna korzystajac z macierzowego sformu-

towania catki Duhamela:
t

q(t) = /h(t — 1) Q(7) dr, czyli q(t) = /Z hii(t — 1) Q;(7)dr, (6.23)

gdzie wykorzystujemy tzw. macierz impulsowych funkcji przejécia*

h(t) = [hy (1)) (6.24)

ktérej element h;;(t) definiujemy jako odpowiedz i-tej wspéirzednej uogdlnionej uktadu
spowodowang dzialaniem impulsu jednostkowego zadanego w chwili 7 = 0 w kierun-
ku wspélrzednej uogdlnionej 7, zalozywszy ponadto, ze uklad dynamiczny znajdowat si¢
w stanie spoczynku przed poczatkiem dzialania impulsu, tzn.

Rozwigzanie (6.23) pozwala na obliczenie odpowiedzi uktadu dynamicznego na dowol-
ne wymuszenie, o ile znana jest macierz impulsowych funkcji przejécia. Macierz t¢ mozna
wyznaczy¢ dwoma sposobami:

1. sposéb przez odwrdcenie macierzy,
2. sposéb superpozycji postaci drgari wlasnych (tzw. superpozycja modalna).

Oba sposoby w praktycznym zastosowaniu podlegaja znacznym ograniczeniom.

6.4. Dyskretny opis propagacji fali na bazie impulsowej ma-
cierzy wplywu

Analiza dokonana w poprzednim podrozdziale dotyczy probleméw dyskretnych tylko
pod wzgledem przestrzennym — oznacza to dyskretyzacje tylko samej konstrukeji, przy
zachowaniu cigglosci przestrzeni czasowej. Pocigga to za sobg trudnosci i ograniczenia
w praktycznym stosowaniu tego typu metodologii.

Odtad bedziemy wykorzystywaé podejscie bazujgce na dyskretnych metodach rozwia-
zywania réwnan ruchu®” . Postulujemy wiec dyskretyzacje przestrzeni czasowej na n prze-
dziatow At, czyli n + 1 punktéw czasowych: t =0,... n.

Idee macierzy impulsowych funkcji przejscia zastosujemy do macierzy wpltywu, ktéra
w konsekwencji nazywaé bedziemy impulsowa macierza wplywu i (w celu odréznienia
od statycznych macierzy wplywu, D lub ]j) oznacza¢ z zawsze jawnym indeksem t,
parametryzujacym dyskretng przestrzen czasu®):

D(t) = [D;;(t)] oraz D(t) = [Dy(t)]. (6.26)

29) Podkreglmy, ze chodzi tutaj o dwuwymiarows macierz, ktérej elementami sg funkcje opisujace za-
leznosé od czasu (tj. przed dyskretyzacja przestrzeni czasowej).

30) Chodzi tu zwlaszcza o tzw. metode Newmarka numerycznego catkowania réwnania ruchu. Po niewiel-
kich modyfikacjach mozna jednak stosowaé¢ analogiczne metody, np. metode Wilsona, Houbolta i inne.

31) Patrz przypis 25, str. 91.
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Jak juz stwierdzono we wprowadzeniu do tego rozdzialu, uwydatniona w powyzszym
oznaczeniu zalezno$é¢ od czasu, w powigzaniu z faktem dyskretyzacji przestrzeni czasowej
oznacza, iz bedzie to macierz tréjwymiarowa. Element tej macierzy opisuje odpowiedz
dynamiczng konstrukeji (D;;(t) = odksztalcenie w lokalizacji i) w chwili ¢ na impuls
dystorsyi jednostkowej zadany w lokalizacji j i chwili zerowej. Przypomnijmy, ze pojecie
“lokalizacji” definiowane jest tutaj przez konkretny stan odksztalcenia na okreslonym
elemencie skonczonym konstrukcji.

Idea impulsu dystorsji jednostkowej oraz przepis obliczania impulsowej macierzy wpty-
wu zostang dokladnie przedstawione w nastgpnych dwéch podrozdziatach. Natomiast te-
raz zauwazmy, ze macierz (6.26) powinna stuzy¢ do superpozycji odpowiedzi uzyskanych
od sekwencyjnie nastepujacych w kolejnych chwilach 7 elementarnych impulséw dys-
torsyjnych. Jest wigc jeszcze potrzebna odpowiedZ dynamiczna konstrukcji na impulsy
dystorsyjne zadane w chwilach 7 > 0. Zatem konsekwentnie nalezaloby obliczy¢ macierze
wplywu D, (t) (oraz D,(t)) dla impulséw zadanych we wszystkich pozostatych chwi-
lach 7 = 1,...,n. Jednak, podobnie jak w przypadku macierzy h(t), nie jest to konieczne
dzigki zaleznosci analogicznej do wyrazenia (6.17):

{ 0 dla t <,
D, (t) = (6.27)

D(t—7) dla t>rT.

1%

Dla D, (t) — analogicznie. Jak wida¢ macierz wplywu wyznaczona dla impulsu dystorsji
przylozonego w chwili 7 > 0 ma przekroje zerowe dla wszystkich ¢ < 7, zas dlat > 7
stanowi odpowiedni poczgtkowy fragment macierzy D(t), obliczonej dla impulsu zadane-
go w chwili zerowej. Zatem (co jest ogromnie istotne) wystarczy obliczy¢ tylko te jedna,
impulsowa, macierz wpltywu (6.26); (i analogicznie réwniez (6.26),). Mozemy wtedy wy-
znaczaé¢ odpowiedz konstrukeji (odksztalceniows oraz ogélng) na nalozone na nia, dowolne
dynamiczne dystorsje wirtualne — odpowiednio:

Et)=> D(t—r)é(r), czyli &) =) Dyt —71)&(r), (6.28)

7=0 j€D

t
(=Y Dt-nelr). eyli fou®)= > Dult—7)é&(r).  (6.29)
—0 =0 i€D
Te zmienne w czasie funkcje dystorsji wirtualnych, &;(¢), mozna wykorzysta¢ do mode-
lowania wptywu, np.: defektéw albo zmian parametréw projektowych wplywajacych na
sztywnos$é¢ konstrukeji obcigzonej dynamicznie.

Zauwazmy, ze podobnie jak w statyce, réwniez w zagadnieniach dynamiki funkcja
przejscia sktada sie z czedci fa(t), bedacej liniowa, odpowiedzig, ukladu na wymuszenie
obcigzeniem dynamicznym, oraz z czynnika f,(t) wynikajacego z natozonych zmiennych
w czasie dystorsji wirtualnych:

Falt) = fal) + fult) = o)) + 323" Dalt — 1) i(7). (6.30)

7=0 1€D
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Podobnie jest z funkcjami odksztalceni catkowitych wyznaczonymi w lokalizacjach dystor-
syjnych i € D:

t

eit) = &(t) +8i(t) = &)+ D> Dyt — 1) &;(7). (6.31)

7=0 j€D

Zauwazmy teraz, ze efekt nalozenia dystorsji wirtualnej na konstrukcje (zaréwno sta-
tycznej jak i dynamicznej®?)) uzyskuje si¢ w ramach MES poprzez obcigzenie samoréw-
nowazacym si¢ uktadem uogélnionych sit weztowych. Zatem mozna stwierdzi¢, iz pewne
uklady obcigzen — statycznych lub dynamicznych — mozna utozsamiaé, czy tez modelo-
waé poprzez ekwiwalentne im stany dystorsyjne lub zalezne od czasu funkcje dystorsji
wirtualnych. Te modelowalne uklady obciazenn musza, wigzaé¢ si¢ z dystorsyjnym obcig-
zeniem kompensacyjnym elementu®® . Przyjmijmy wiec, ze &,(7) s funkcjami dystorsji
modelujgcymi wymuszenie zadane w lokalizacjach w € W. Odpowiedz konstrukeji na tego
typu wymuszenia mozna tatwo wyznaczy¢ jesli mamy obliczong odpowiednia, impulsows,

macierz wpltywu:

E() =)D Dt —7)u(r). (6.32)

=0 wew

Nalezy szczegoélnie podkreslié, ze zmagazynowana macierz wpltywu [Diw(t)] pozwala na
wyznaczenie funkcji przejécia dla sygnalu wzbudzajacego o dowolnej postaci. Dystorsje
moga by¢ wiec réwniez wykorzystywane w celu modelowania sygnalu wymuszajacego.

Funkcje przejscia opisujace propagacje fal w ukladach dynamicznych mozna zatem
rozpatrywaé jako bedace wynikiem dystorsji dynamicznych modelujacych wymuszenie
(w lokalizacjach w € W) oraz wplywy zwigzane np. z pojawieniem si¢ uszkodzer (w lo-
kalizacjach dystorsyjnych j € D):

i(t) =) > Di(t —7)Eu(r) + > > Dij(t —7)&(7)
=0 wew 7=0 j€D

=3 Y Dalt—m)én), (633)

7=0 keWUD

przy czym zbiory W i D nie muszg by¢ rozlaczne i dla kazdego £ € W N D mu-
simy uwzgledni¢ sumaryczny wplyw obu typéw dystorsji, tj.: éx(t) = >, Okw Eu(t) +
> ; 0x; €;(t). Na koniec zauwazmy jednak, ze w praktyce zazwyczaj lepiej jest wplyw zna-
nego wymuszenia realizowaé¢ w klasyczny sposéb (tj. nie korzystajac z dystorsji i macie-
rzy wplywu), natomiast istota, zastosowania dystorsji wirtualnych pozostaje modelowanie
modyfikacji konstrukeji nie wprowadzajace zmian w jej pierwotnym modelu.

32) Patrz nastepny podrozdzial.

33) W tym kontekscie zauwazmy, ze dystorsje dobrze nadajg sie do uproszczonego modelowania oddzia-
tywan piezoeleketrykéw naklejonych na elementy konstrukcji. Zagadnienie piezodiagnostyki poruszone
zostanie w rozdziale 8.2.
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6.5. Impuls dystorsji jednostkowej

Wiemy, ze wplyw statycznej dystorsji jednostkowej (¢ na konstrukcje realizujemy
poprzez zadanie samoréwnowazacego sie ukladu uogdlnionych sit weztowych Q(e) przy-
tozonych w wezlach tego elementu e, w ktérym to jednostkowe odksztalcenie wstepne
ma by¢ zrealizowane. Transformujac ten lokalny uklad sit do globalnego uktadu odniesie-
nia konstrukcji otrzymujemy obcigzenie dystorsyjne Q, ekwiwalentne dla dystorsji &(¢).
Mozna teraz wyznaczy¢ statyczng odpowiedz sprezysta konstrukeji na lokalne zaburzenie
dystorsyjne. W przypadku zagadnienn dynamiki to podejscie nieco si¢ komplikuje — dystor-
sja jest tutaj bowiem funkcjg odksztalcenn zmiennych w czasie, natomiast elementarnym
stanem dystorsyjnym potrzebnym do obliczenia macierzy wpltywu jest tzw. impuls dys-
torsji jednostkowej, czyli po prostu wstgpne odksztalcenie jednostkowe dynamicznie
wymuszone w chwili poczatkowej. Realizujemy go za pomocg impulsu obcigzenia kom-
pensacyjnego

Q) = Qo(t), (6.34)
co oznacza dynamiczne, impulsowe przylozenie uogélnionych sit weztowych tworzacych
uklad samoréwnowazacy sie (ten sam co w przypadku dystorsji statycznej).

Pokazalismy, ze impuls sily wymuszajacej Q 0(t) mozna zastapi¢ warunkiem na pred-
kosé¢ poczatkowa, ¢(0) = vy. Aby wyznaczy¢ 0y, korzystamy z 11 zasady dynamiki Newto-
na (czyli prawa zachowania pedu):

9 — 0

=@ (6.35)

m

skad otrzymujemy wartos¢ predkosci poczatkowej, ktérg nalezy nadaé masie m (uzyskujac
w ten sposéb efekt adekwatny dla wymuszenia impulsem sity Q):

AL
o = 9B (6.36)
m
Dla ogélnego przypadku wymuszenia impulsem dystorsji jednostkowej, gdzie uogdlnione
sity wymuszajace przykladamy impulsowo w wielu weztach konstrukeji (zgodnie z wek-
torem obcigzenia dystorsyjnego Q), obliczamy tzw. wektor adekwatnych predkosci

poczatkowych, v, korzystajac z macierzowego sformulowania prawa zachowania pedu:
M, = QAt. (6.37)

Drgania konstrukcji poddanej wymuszeniu impulsowemu obliczamy catkujac jedno-
rodne réwnania ruchu (tzn. przy zerowym obcigzeniu zewnetrznym Q(t) = 0)

Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) =0, (6.38)

z warunkami poczgtkowymi o wyzanczonym z réwnania (6.37) adekwatnym wektorze
predkosci v (i zerowym wektorze przemieszczen poczatkowych). Obliczona odpowiedz
konstrukcji to oczywiscie impulsowe funkcja przejscia, stanowigca podstawe do okreslenia
impulsowego wektora wplywu.
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6.6. Impulsowa macierz wpltywu*?

6.6.1. Algorytm wyznaczania impulsowej macierzy wplywu

e Wyznaczamy wektor obcigzenia statycznego Q ekwiwalentnego okreslonej dystorsji
jednostkowej 7.

e 7 ukladu réwnan prawa zachowania pedu, M vy = Q At, obliczamy wektor predko-
sci poczatkowych vy adekwatny impulsowi dystorsji jednostkowej.

e Calkujemy numerycznie jednorodne réwnania ruchu, M q(t) + C q(t) + K q(t) = 0,
wykorzystujac metode Newmarka (dla tzw. wariantu $redniego przyspieszenia®)),
z nastepujacymi warunkami poczatkowymi:

) . (6.39)
q(O) = Vp.
Jak wida¢ warunki poczatkowe na przemieszczenia sg zerowe, natomiast predkosci
poczatkowe sg adekwatne dla impulsu dystorsji jednostkowej. Jako wynik catkowa-
nia numerycznego otrzymujemy m.in. wektor przemieszczeni konstrukeji q(t).

e Wykorzystujac wektor q(t) obliczamy interesujace nas impulsowe funkcje przejscia
(np. odkszta}cemowe) ktére stanowi¢ beda, j-tg (dwuwymiarowa) kolumne macie-
rzZy D = [Dw( )] Whbrew oczekiwaniom macierz ta nie jest jeszcze impulsows
macierza wpltywu. Mozna ja jednak nazwaé przyblizona impulsowa macierza
wplywu®®) | z uwagi na to, ze wraz ze zmniejszaniem przyrostu czasowego At, skla-
dowe tej macierzy beda coraz mniej réznié si¢ od skladowych doktadnej impulsowej
macierzy wpltywu.

e Znajac Dij(t) obliczamy skladowe impulsowej macierzy wplywu korzystajac

7 ponizszych wzoréw’"):
1~ 1~ 1~
D;; =D, + -D;;(1 -D;;(1
5(0) = 5 Dy(0) + 1Dy (1) = 3Dy (1),
(6.40)
1 ~ 1 ~ 1 ~

We wzorze (6.40); skorzystano z wlasnosci, ze dla ¢t = 0 przyblizona macierz wplywu
ma przekrdj zerowy: D(0) = 0. Ponadto, jak wida¢ ze wzoru (6.40)q, aby obliczy¢

34) Uwaga: Podrozdzial dotyczy oczywiscie dowolnej macierzy wplywu (zaréwno ogélnej jak i odksztal-
ceniowej), choé¢ stosowaé bedziemy oznaczenia przyjete dla macierzy odksztalceniowej, jako najbardziej
istotnej w dalszych rozwazaniach.

35) Przyjmujemy zatem nastepujace wartosci dla parametréw metody: v = 0,5, f = 0,25. Zwykle
wartosci te sg uznawane za standardowe.

36) Macierz ta wykorzystywana byla w pierwotnej, poczatkowe]j wersji prezentowanej metody [28, 29, 30].
Ma ona bardzo istotna, i pozadana wlasnosé: D(0) = 0. Stosowane tutaj uscislenie (6.40) mozna zreali-
zowal juz na poziomie wektora przemieszczen weztowych.

37) Wspélezynniki wystepujace w formulach (6.40) (w zalecanym przypadku sa to 1/4, 1/2 i 1/4) zaleza
od przyjetego wariantu metody Newmarka, czyli od jej parametréw, w literaturze zwykle oznaczanych
przez v, [ (patrz przypis 35).
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t-ty przekréj macierzy wpltywu, D(t), musimy zna¢ D(t + 1). Zatem w przypadku
podzialu calkowitego czasu analizy dynamicznej na n przedzialéw o dlugosci At,
musimy pamie¢taé, aby catkowanie metodg Newmarka przeprowadzi¢ dla zakresu
czasu réwnego (n+ 1)At, czyli dtuzszego o jeden przyrost czasowy At od przyjetego
catkowitego czasu analizy. W praktyce w zaden sposoéb nie zwickszy to istotnie
kosztéw numerycznych (gdyz liczba krokéw czasowych jest zwykle na tyle duza,
ze: n ~ n + 1), nalezy jednakze pamietaé, iz macierz D ma (n + 1) przekrojéw
czasowych, podezas gdy macierz D musi mie¢ ich o jeden wiecej®.

6.6.2. Weryfikacja numeryczna

Przeprowadzono kilka testow w celu zweryfikowania poprawnosci opracowanego al-
gorytmu i bazujacych na nim obliczen. Testy dotyczyly analizy dynamicznej konstrukeji
ramowo-kratowych i polegaly na poréwnaniu wynikéw otrzymanych z catkowania réwnan
ruchu standardowa metoda Newmarka z wynikami uzyskanymi z sumowania bazujacego
na obliczonej impulsowej macierzy wptywu (IMW). Przypomnijmy, ze do obliczenia IMW
wykorzystano réwniez metode Newmarka o tych samych standardowych parametrach.
Dla rozpatrywanych przykladéw wzgledne réznice w otrzymanych wynikach, wyznaczane

wedtug formuty

ENewmark — EIMW
A5‘:NevvmarkfIMW = 5 (6 41 )
ENewmark

dla dowolnego punktu czasowego i dowolnych lokalizacji nie przekraczaly rzedu 1073,
a wigc mialy wybitnie charakter bledu numerycznego.

Ciekawych spostrzezeri dokonano analizujgc prosty przykiad preta obcigzonego zmien-
ng harmonicznie sily osiows, [30]. Dzigki poréwnaniu z rozwigzaniem $cistym oraz wynika-
mi otrzymanymi przy zastosowaniu przyblizonej IMW, jak réwniez innych niz Newmark
metod numerycznego catkowania réwnan ruchu stwierdzono, ze:

e rezultaty otrzymane z bezposredniego catkowania metods Newmarka oraz z su-
perpozycji wykorzystujacej doktadng IMW sa w praktyce identyczne dla dowolnej
(nawet niedopuszczalnie malej) liczby punktéw czasowych, natomiast réznig sie od
nich wyniki uzyskane przy wykorzystaniu przyblizonej IMW,

e niedoktadno$é¢ rozwiazania przyblizona, IMW (rozumiana jako odmiennosé od wy-
nikéw dokladnej IMW) maleje szybko wraz ze wzrostem liczby punktéw czasowych
1 jest znaczaco mniejsza od réznicy pomiedzy wynikami numerycznymi, a rozwigza-
niem Scistym,

e niedoktadno$é ta jest mmiejsza, choé¢ poréwnywalna z réznicami uzyskiwanymi
w wyniku poréwnania z rezultatami calkowania innymi metodami numerycznymi
(np. metoda, Wilsona).

Analiza obliczanych macierzy wplywu wykazata lub potwierdzita cechy IMW przed-

stawione ponizej.

38) Oczywiscie z uwagi na rozmiar macierzy wplywu implementacja algorytmu oszczednie gospodaruje
pamiecig komputera — macierz D nie jest przechowywana, lecz dla kazdej j-tej kolumny dwuwymiarowej
od razu obliczana jest odpowiednia kolumna macierzy D.
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6.6.3. Wlasnosci

Na wstepie zauwazmy dosé oczywisty fakt, ze kazdy z czasowych przekrojéw impulso-
wej macierzy wpltywu zachowuje cechy charakterystyczne dla statycznej macierzy wplywu
oméwione w rozdziale 2. Pozostate cechy macierzy impulsowej bedg sie wigzaé z wladciwa,
juz tylko dla niej zaleznoscig od czasu. Zauwazmy najpierw, ze:

1. przekréj przyblizonej IMW dla ¢t = 0 jest zerowy, tj.: ]5(0) = 0, co wynika z przy-
jecia zerowych przemieszczen poczatkowych. Prowadzi to do wzoru (6.40); na skta-
dowe D;;(0), sugerujacego, ze bezwzgledne wartodci skltadowych |D;;(0)| powinny
by¢ mniejsze od |D;;(t)| dla t > 0. Z oczywistych wzgledéw nie jest to zawsze spel-
niona prawidlowosé¢ (zwlaszcza dla t > 0), jednakze mozna stwierdzié¢, ze skltadowe
przekroju dla chwili zerowej bedg blizsze zeru niz skladowe dla chwil kolejnych.??)

Kolejne cechy ujawniaja si¢ przy dobrej dyskretyzacji czasowej, tzn. dobrze dobranym,
odpowiednio malym przyroscie At. Mozna stwierdzi¢, ze im mniejsza wartos$¢ przyrostu
tym silniej realizowa¢ si¢ bedg nastepujace wiasnoscei:

2. bezwzgledne wartosci skladowych macierzy sg liczbami znaczgco mniejszymi od
jednosci, tj.: |Dy;(t)| < 1, jak réwniez (konsekwentnie): |Dj;(t)] < 1;

3. zasadng staje si¢ nazwa przyblizona IMW opisujaca fakt, ze
. 1~ 1~ 1~
D(t) = D(t) = ZD(t —1)+ §D(t) + ZD(t +1),
poniewaz dla niewielkiego przyrostu At sgsiednie przekroje czasowe sg poréwnywal-

ne: D(t—1)~D(t) ~ D(t+1).

Wszystkie powyzsze cechy mozna zapisa¢ w postaci nast¢pujacego wyrazenia:
[ Dy (0)[“<7[Dy;(t) = Dij(t)] < 1,

w ktérym operatory relacji (zwlaszcza pierwszy z nich) nalezy traktowaé raczej jako
ukazujace pewne tendencje, niz zawsze spelnione prawidtowosci.

6.7. Modelowanie dystorsjami zmiany parametréw konstrukcji
pod obciazeniem dynamicznie zmiennym

W rozdziatach 2.2 oraz 4.2 wyprowadzono zwigzki pozwalajace na wykorzystanie dys-
torsji wirtualnych do modelowania parametréw projektowych konstrukcji pod obcigze-
niem statycznym. Analogiczne postepowanie mozna przeprowadzi¢ dla przypadku kon-
strukeji obciazonej dynamicznie. Sity wewnetrzne, odksztalcenia oraz dystorsje wirtualne
stajg sie funkcjami czasu, a zaleznosci pomiedzy nimi muszg by¢ spelione w kolejnych
chwilach. Latwo zatem wyprowadzamy odpowiednik réwnania (2.9) dla zagadnieri mode-
lowania dystorsjami w dynamice

E(t) = (1 — ) eilt). (6.42)

39) Cecha ta jest tutaj wzmiankowana tylko ze wzgledu na pewne istotne (cho¢ nie zalecane) uproszcze-

nie prezentowanych dalej algorytméw, bazujace na przyblizeniu, ze D;;(0) =~ 0.
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Podobnie, postepujac w sposob przedstawiony w rozdziale 2.2, otrzymujemy analogiczne
do uktadu réwnan (4.10) zwiazki

SO (B by — (1= ) Dyl = )] 5(7) = (1= ) &0, (6.43)

=0 jED
Zauwazmy, ze réwnanie powyzsze uzyskamy od razu, bezposrednio przez podstawienie
wyrazenia (6.31) do zwigzku (6.42).

Mozna stwierdzié¢, ze rozwigzywanie uktadéw réwnan (6.43) jest nieefektywne w prak-
tycznym zastosowaniu (bardzo duzo ukladéw réwnari o réznych macierzach gtéwnych),
dlatego tez przeksztalcamy je do nastepujacej postaci: dla t = 0 dostajemy uktad réwnan
zupelnie analogiczny do uktadu (4.10)

> (85 = (1= 1) Dig(0)|£(0) = (1 = ) £,(0), (6.44a)
jED
natomiast dla ¢ > 0 otrzymujemy kolejne uktady réwnan liniowych
> [5@' — (1= i) Dij(())}éj(t) (1= pa) { ) + ZZDU (t—7)&(r )]. (6.44D)
Jj€D 7=0 j€D

Mozna stwierdzié¢, iz w celu otrzymania wyrazeni (6.44) zastosowano proste przeksztatce-
nie wykorzystujace nastepujacg zaleznosé:

=YY Dyt —71)&(7)

7=0 jeD
> Di;(0);(0) dla t =0,

Jj€D

= (6.45)
OB +ZZDU 7)é;(r) dla t>0.
j€D 7=0 j€D

Wyrazenia (6.44) stanowig system uktadéw réwnan liniowych ze wzgledu na chwilowe
wartosci dystorsji i mozna je zapisa¢ w postaci

DAY E(t) = b(t), (6.46)

jED
gdzie macierz gléwna jest stala, tzn. ma identyczne skladowe dla wszystkich ukladéw?®
Agj =04 — (1 — i) Diz(0), (6.47)
natomiast sktadowe wektora prawej strony zalezg od parametru t w nastepujacy sposob:

(1 — ;) &(0) dla t =0,

(1 — ;) [Z +ZZDZJt_T (T )} dla ¢ > 0.

7=0 j€D

bi(t) = (6.48)

40) Ta cecha jest ogromnie wazna, a uzyskanie jej stanowi istote wykorzystania przeksztalcenia (6.45).
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Zauwazmy réwniez, ze w ogélnosci (a prawie zawsze w praktyce) macierz gléwna (6.47)
nie jest macierza symetryczng. Podkre$lmy réwniez jej podobienistwo do macierzy A;;,
opisanej wzorem (4.12);.

Uklady réwnan (6.46) rozwigzujemy sekwencyjnie, dla kolejnych chwil. Jest to ko-
nieczne ze wzgledu na konstrukcje wektoréw prawej strony. Otéz, dla kolejnych chwil ¢
skladowe wektora prawej strony b;(t) zaleza od wszystkich chwilowych wartosci €;(7)
z chwil poprzedzajacych (czyli dla 7 < t). Wartosci te musza wigc by¢ uprzednio obliczo-
ne. W tym sekwencyjnym podejsciu ujawnia si¢ réwniez istota przeksztalcenia wykorzy-
stujacego zaleznosé (6.45).

Rozwiazujac uktady (6.46) otrzymamy dla kolejnych chwil ¢ wartosci &;(t) dystorsji
wirtualnych, ktére nalezy naklada¢ na odpowiednie elementy konstrukcji pierwotnej, aby
— przy zadanym, ustalonym obcigzeniu dynamicznym generujacym w pierwotnej kon-
strukeji dynamiczny stan odksztalcenia £;(t) — otrzymaé takie same funkcje sit wewnetrz-
nych i odksztalcenn uogélnionych, jak w konstrukeji zmodyfikowanej obcigzonej w ten sam
Sposob.

Liczba uktadéw réwnari liniowych (6.46) jest réwna liczbie punktéw czasowych dys-
kretyzujacych przestrzen czasows analizy dynamicznej. Jest wigc to zwykle ilos¢ bardzo
duza. Na szczedcie jednak, jak juz wspomnieliémy, macierz gléwna jest identyczna dla
wszystkich tych uktadéw. Zatem na wstepie nalezy tylko jednorazowo dokona¢ dekompo-
zycji tej macierzy na dolno- i gérno-tréjkatna (tzw. rozktad LU), co umozliwia pdzniej
wzglednie szybkie obliczanie niewiadomych &;(t), za$ istota i koszta numeryczne obliczen
w gléwnej mierze sprowadzaja sie do wyznaczania dla kolejnych chwil wektoréw prawej
strony.

W celu przyspieszenia obliczent mozna réwniez probowaé¢ stosowaé przyblizenia odwo-
hujace si¢ do pewnych cech impulsowej macierzy wplywu, ujawniajacych si¢ juz praktycz-
nie przy poprawnym (z punktu widzenia metody Newmarka) doborze przyrostu czaso-
wego At. Jak stwierdzono w poprzednim podrozdziale bezwzgledne wartosci sktadowych
impulsowej macierzy wplywu (zwlaszcza jej przekroju dla ¢ = 0) sg wtedy wielkosciami
bardzo malymi w poréwnaniu z jedynks. Zatem skladowe macierzy gléwnej na diagonali
beda bliskie jednosci'!), a poza nig — zeru. W skrajnym przypadku mozna wigc przyjmo-
waé, ze macierz gléwna jest macierzg jednostkowa,

i wtedy rozwigzanie kazdego z ukladéw (6.46) jest natychmiastowe, gdyz jest tozsame
z obliczeniem wektora prawej strony:

&i(t) ~ bi(t). (6.50)

Nie tak konsekwentnym, ale zapewne obarczonym mniejszym bledem jest nastepujace
przyblizenie

v

41) Wynika to z definicji (6.47) oraz obserwacji, ze 0 < u; < 0o (czgsto — na przyklad przy modelowaniu
uszkodzeri — przyjmuje sie ograniczenia: u; € (0, 1)).
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ktore pomija tylko sktadowe macierzy wplywu spoza diagonali. Uproszczenie to rowniez
prowadzi do rozwigzania nie wymagajacego zadnych kosztownych kalkulacji potrzebnych
zwykle przy rozwigzywaniu ukladéw réwnan liniowych:
b (t
1— (1= p3) Di(0)

Nalezy jednak pamigtaé, ze stosujac tego typu przyblizenia tracimy “analityczna’ do-

(6.52)

ktadnos¢, ktéra moze si¢ okazaé bardzo istotna zwlaszcza, gdy podejscie to stosujemy dla
przedstawionej w nastepnym rozdziale analizy wrazliwosci. We wszystkich przykladach i
obliczeniach prezentowanych w niniejszej pracy przyblizenia te nie byly wykorzystywane
— stosowano algorytmy oparte na doktadnych formutach.

6.8. Podstawowy algorytm MIDW

W tablicy ALGORYTM 6.1 (patrz strona nastepna) przedstawiono kolejne dzialania
stuzace obliczeniu funkeji dystorsji wirtualnych modelujacych modyfikacje sztywnoscio-
we konstrukeji znajdujacej si¢ pod okreslonym obcigzeniem dynamicznym. Jest to pod-
stawowy algorytm MIDW, analogiczny do algorytmu 4.1. Podobnie jak w przypadku
ustroju statycznego, rowniez i tutaj wplyw wyznaczonych dystorsji modelujacych mo-
dyfikacje mozna uwzglednia¢ stosujac uogélniong impulsows, macierz wpltywu (zgodnie z
7-mym punktem algorytmu), badZ odwolujac si¢ bezposrednio do numerycznego modelu
konstrukcji. W tym drugim przypadku funkcje dystorsji generujg dodatkowe obcigzenia
dynamiczne, ktére nalezy dodaé¢ do pierwotnego obcigzenia, a nastepnie wykonaé bezpo-
srednie catkowanie réwnan ruchu metodg Newmarka. Otrzymane wyniki bedg identyczne
z wynikami uzyskanymi z catkowania réwnan ustroju zmodyfikowanego, ale pod pierwot-
nym obcigzeniem.

6.9. Test modelowania dystorsjami w dynamice

Rozpatrzmy ponownie konstrukcje z przykladu 4.4, przyjmujac przy tym, ze jest ona
obcigzona dynamiczne sita, P = P(t), przylozong jak na rys. 4.1 (rezygnujemy z obciaze-
nia momentem zginajacym). Przyjmowalismy rézne zaleznosci obcigzenia od czasu m.in.
w nastepujgcej postaci:

P(t) = 10kN - sin(I7rt/T), te(0,T), T =10ms. (6.53)

PostanowiliSmy modelowa¢ dystorsjami wplyw obnizenia wartosci modutu Younga
materialu preta nr 3 oraz modutu Younga belki nr4, uznajac tym razem, ze sg to wielkosci
niezalezne. Zatem faktycznie modelowaé¢ bedziemy niezalezne sztywnosci tych elementéw
— ich obnizenie mozna traktowaé¢ jako np. wynikajace z lokalnego uszkodzenia. Wektor
modyfikacji parametréw strukturalnych ma teraz postac:

A (3) o]t
Azll]zb—E B (6.54)
Ao E®) E@®
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ALGORYTM 6.1. Modelowanie modyfikacji parametréw konstrukeji obcigzonej dynamicznie.

Dane oraz obliczenia inicjujace

1. Dane sa:

konstrukcja pod ustalonym obciazeniem dynamicznym Q(t),

lokalizacje dystorsyjne: 7,7 € D,

e funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywnosci: p(A) = [ pi(A) ],
e wektorowa funkcja przejscia: f(t; q(t)) = [fa (t; q(t)) }
2. Obliczamy:

e wektory liniowej odpowiedzi konstrukgji (tj. na obciazenie Q(t)), czyli wektory
L
funkcji przejécia: £i(t), fal(t) = fa (t;q(t) dla Q(1)).
e odksztatceniowa impulsowa macierz wptywu: D;;(t),

e ogélna impulsowa macierz wptywu: Do, (t) = fa (t;q(t) dlag; =1).

Obliczenia powtarzalne
3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametréw konstrukcyj-
nych: A = [)\S].
4. Obliczamy modyfikacje sztywnosciowe: 1; = 1;(A).
5. Wyznaczamy macierz: A?j = 0;; — (1 — p;) D;;(0).
6. Kolejno dla kazdej chwili ¢:
e obliczamy wektor prawej strony:
t—1
bi(t) = (1 — ) [eLZ-(t) +) > Dyt —7) éj(T)} ,
7=0j€D
e a nastepnie rozwiazujemy uktad réwnan: ZA% £j(t) =bi(t).
Jj€D
Otrzymujemy funkcje dystorsji: &;(t).

7. Obliczamy uaktualniony wektor funkcji przejscia:

Fa(t) = falt) + Jalt) = fal) + 35" Dalt — 1) é4(7).

7=01i€D

natomiast wektor zmiany sztywnosci ma definicje identyczng jak w przyktadzie 4.4 (patrz
pierwsza réwno$¢ w formule (4.34)), ale zupekie inng, zaleznosé od (innego teraz) wekto-
ra A:

p) =[1=X) (1=X) (1=X) (1=X)] . (6.55)

Przyjmujac rézne wartosci parametréw modyfikacji A testowano algorytm 6.1, obliczajac
odpowiedzi dynamiczne (wirtualnie) zmodyfikowanego ustroju — wirtualnych modyfika-
¢ji dokonywano za pomocg funkcji dystorsji dynamicznych nakitadanych na elementy,
ktérych sztywno$é ma ulega¢ zmianie. Uzyskane rezultaty byly praktycznie identyczne
z obliczeniami otrzymanymi niezaleznie w wyniku faktycznych modyfikacji modelu nu-
merycznego MES.
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E(r), (1) #0(1), XO(t)
0,000014 0,006 -

Dynamiczne dystorsje podiu  zne Dynamiczne dystorsje krzywiznowe
0,000012 w elemencie 4

0,004 -

0,00001 -
0,002 4

0,000008 -

0,000006 -

0,000004 - -0,002 1

0,000002 - -0,004 4

0 =g
-0,006 1

-0,000002 -

-0,008 1
-0,000004 -

-0,01 1 ——czyste zginanie

-0,000006 A —celement 3
—zginanie ze $cinaniem

——element 4

-0,000008 - -0,012 -

Rys. 6.5. Funkcje dystorsji dynamicznych.

Miedzy innymi modelowano modyfikacj¢ opisang przez wektor A = [0,2 O,S}T. Rysu-
nek 6.5 prezentuje funkcje dystorsji dynamicznych obliczone dla tej modyfikacji ustroju
pod obcigzeniem (6.53). Zauwazmy, ze funkcja dystorsji podtuznych elementu nr4, £ (t),
ma znacznie mniejsze amplitudy niz dystorsje podhuzne %) (t) w precie kratowym, i to
pomimo tego, ze modelowana modyfikacja parametréw strukturalnych w wigkszym stop-
niu wptywa na obnizenie sztywnosci podtuznej belki nr 4, niz preta nr 3:

1— 8 =2 =30% > 1l =\ = 20%.

Jest tak oczywiscie dlatego, ze przy przyjetym sposobie obcigzenia sita, P(t) przylozong
jak na rys. 4.1, odksztalcenia podiuzne preta nr3 sg o wiele bardziej istotne niz odksztal-
cenia podtuzne elementu nr4. Podobne spostrzezenie mozna wysnu¢ w odniesieniu do
dystorsji krzywiznowych elementu nr4: przy zadanym sposobie obcigzenia konstrukcji
skladowa odksztalcerl krzywiznowych zwigzana ze stanem czystego zginania tego elemen-
tu bedzie istotnie mniejsza od odksztalcenn wynikajacych ze zginania momentem i sitg,
Scinajaca, (poprzeczng), co uwidacznia si¢ na drugim wykresie z rys. 6.5.

6.10. Ograniczenia stosowania MIDW

Przedstawiona metoda, bazujaca na idei dystorsji wirtualnych z powodzeniem wy-
korzystywanej w wielu zagadnieniach statyki, dotyczy probleméw drgan dynamicznych
i propagacji fal sprezystych. Jednakze dla wielu zagadnienn dynamiki nie moze ona by¢
stosowana lub tez mozna jg stosowaé dopiero po przeprowadzeniu pewnych zabiegéw. Po-
nizej przedstawiamy dosy¢ istotne ograniczenia metody, wynikajace z przyjetych zatozen,
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badZ tez zwigzane z limitami nalozonymi przez koszty obliczeri numerycznych (zaréwno
zwigzane z czasem obliczen jak i z wymagang, iloscia pamigci komputera). W zasadzie
mamy do czynienia z trzema gléwnymi przyczynami ograniczen:
1. Wykorzystanie zasady superpozycji. MIDW w bardzo efektywny sposéb korzysta
z liniowej superpozycji odksztalceri/przemieszczen, zatem mozna ja stosowaé tylko
dla nastepujacych klas zagadnien:

e Dynamika malych drgan — metoda jest w zasadzie dedykowana dla zagadnien
dotyczacych ukladéw liniowych pod wzgledem zwiazkéw geometrycznych.

e Uklady nieliniowe rozwigzywane jako fragmentami liniowe. Tego typu podej-
Scie wiggze si¢ najczesciej z koniecznoscig obliczania impulsowej macierzy wpty-
wu na poczatku kazdego kolejnego przedziatu czasowego. Wbrew pozorom nie
musi to oznaczaé istotnego zwiekszenia kosztéw numerycznych, gdyz na krét-
kich przedziatach czasu, ktére odpowiadajg kolejnym zagadnieniom liniowym,
potrzeba mniej punktéw czasowych, a co za tym idzie impulsowa macierz
wplywu ma mniejszy rozmiar, a wigc rowniez sumowania po czasie sg mniej
kosztowne, gdyz dotyczg mniejszej ilosci sktadowych.

2. Problem rozmiaru macierzy wplywu. Pela impulsowa macierz wptywu dla kon-
strukcji o nawet niezbyt rozbudowanym modelu numerycznym ma czesto bardzo
pokazne rozmiary. Wielkos¢ jej zalezy zaréwno od ilosci elementéw (i wystepujacych
na nich stanéw dystorsyjnych), jak réwniez od liczby krokéw czasowych. W skraj-
nych przypadkach moze to prowadzi¢ do problemu braku pamieci dostepnej dla
programu komputerowego. Ponadto, szczegdlnie ten drugi czynnik zwigzany z ge-
stoscig, dyskretyzacji przestrzeni czasowej, moze w bardzo znaczacy sposéb wptywaé
na czas obliczen numerycznych, gdyz zwykle istotng cechg algorytméw opartych na
MIDW jest wielokrotne sumowanie po czasie. W zwigzku z tym stosowanie MIDW
nalezy rozwazaé tylko wtedy, gdy w wystarczajacym stopniu speliony jest przy-
najmniej jeden z ponizszych postulatéw:

e poprawna dyskretyzacja przestrzeni czasowej (tzn. wystarczajaca dla doktad-
nego catkowania metodg Newmarka) wymaga zbyt duzej liczby krokéw czaso-
wych;

e prosta konstrukcja nie wymagajaca duzego modelu numerycznego;

e potrzebny jest tylko pewien (zazwyczaj niewielki) fragment pelnej macierzy
wplywu — ten przypadek czesto wystepuje (np., gdy modelujemy zmiane pa-
rametréow tylko w pewnych fragmentach konstrukeji) i whasnie dla tego typu
zagadnien MIDW powinna wykazywa¢ duzg efektywnosé;

e konstrukcje o regularnej budowie z mozliwoscia wykorzystania symetrii — do-
brym przyktadem moze by¢ przykiad rurociagu, ktéry lokalnie traktowaé moz-
na jako “nieskoniczenie” dlugg powtoke walcows (rys. 6.6). Na podstawie rysun-
ku 6.6 tatwo jest spostrzec, ze przykladowo wplyw zaburzenia (np. dystorsji)
wywotanego w lokalizacji 1 na stan konstrukcji w lokalizacji 2 jest zupeknie
identyczny do wpltywu analogicznego zaburzenia 1’ na stan w lokalizacji 2'.
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Rys. 6.6. Fragment dlugiej powloki walcowej (np. rurociagu).

Zauwazmy, ze pierwszy z postulatow ogranicza rozmiar macierzy wplywu zwigzany
z trzecim wymiarem odpowiadajacym dyskretyzacji czasowej, natomiast pozostate
ze wzgledu na dwa pierwsze wymiary odpowiadajace dyskretyzacji przestrzennej.
Dla wielu zastosowari istotniejsze moze si¢ okazacé to pierwsze ograniczenie.

. Brak mozliwosci modelowania zmian masy i ttumienia. Zaprezentowana metoda
nie pozwala, jak na razie, na uwzglednienie wptywu modyfikacji parametréw kon-
strukcji na zmiang masy oraz tlumienia. Z tego powodu moze by¢ ona stosowana
tylko w tych problemach dynamiki, w ktérych taka modyfikacja nie wystepuje lub
jest na tyle nieistotna, ze moze zosta¢ pominieta. Bardzo dobrym przykitadem mo-
ze by¢ zagadnienie modelowania defektéw w konstrukcjach pretowych — zwykle sa
to bowiem rysy i pekniecia, ktére w znikomym stopniu wplywaja na zmiang masy
calego elementu pretowego, natomiast w bardzo istotny sposéb obnizaja jego cechy
konstrukcyjne, zmniejszajac efektywne pole przekroju poprzecznego. Réwniez de-
fekty bedace wynikiem korozji mozna uznaé za nadajace sie do modelowania przy
pomocy MIDW, jako obmnizajace lokalnie wspélczynniki sztywnosci bez istotnego
ubytku masy.



ROZDZIAL

Zastosowanie MIDW

do analizy wrazliwoSci
w dynamice konstrukcji

7.1. Wprowadzenie

W rozdziale 5 zaprezentowano sposéb wykorzystania dystorsji wirtualnych w analizie
wrazliwosci ustroju statycznego. Teraz przedstawimy analogiczng metode¢ pozwalajacg na
oceng wrazliwosci konstrukeji pod obcigzeniem dynamicznie zmiennym w czasie. Przypo-
mnijmy, ze analiza wrazliwosci polega na badaniu w jaki sposéb zmieniajg sie¢ wlasnosci
ustroju w odpowiedzi na niewielkie zaburzenie (modyfikacj¢) zmiennej projektowej, rozu-
mianej jako zmiana pewnego parametru konstrukcyjnego. W tym kontekécie przyjmowacé
jednak bedziemy dosy¢ silne zalozenie, ze dopuszczalna zmiana parametru konstrukcyij-
nego musi oddzialywaé jedynie na cechy sztywnosciowe ustroju, a nie moze w istotny
sposéb wplywaé na jego mase lub thumienie. Zatem nalezy raczej mowié¢ tylko o wraz-
liwosci sztywno$ciowej ustroju. Stanowi to z pewnodcig bardzo istotne ograniczenie dla
zastosowania tej metody do réznych zagadnienn — mozna jg wykorzystywaé jedynie w tych
przypadkach, w ktérych ewentualne, lokalne modyfikacje masy i tlumienia sg nieistotne
lub na tyle male, ze mogg zosta¢ pominigte.

W sensie matematycznym analiza wrazliwosci polega na znalezieniu pochodnych pew-
nej funkeji ze wzgledu na wybrane zmienne. W rozdziale tym zdefiniowana zostanie pewna
klasa funkcji celu, bazujacych na zaleznosci pomiedzy funkcja przejscia, a wspétezynnika-
mi sztywnos$ciowymi konstrukeji. Podany zostanie algorytm obliczania gradientu takich

113
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funkcji, przy czym zastosowanie MIDW pozwoli na wyprowadzenie i wykorzystanie ana-
litycznych formul na wrazliwo$é konstrukeji. Dodatkowo szczegétowo przedstawiona zo-
stanie zoptymalizowana wersja algorytmu, nadajgca si¢ bezposrednio do realizacji nume-
rycznej. Poprawnosé wyprowadzonych zwiazkéw zostanie zweryfikowana na przykladzie
potwierdzajacym poprawnos¢ proponowanej metody obliczania gradientéw przez poréw-
nanie z wynikami uzyskanymi przy zastosowaniu Metody Réznic Skoniczonych (MRS).

7.2. Funkcja celu i jej gradient

Przyjmijmy, ze analizowany problem mozna rozpatrywaé jako zagadnienie optymali-
zacji pewnej funkcji celu. Zakladamy, ze funkcje te da sie przedstawi¢ w postaci

fcel(A) = fcel (F(A))> A€ ‘Ca (71)

przy czym

F(A) = [F(N)], teT, (7.2)

gdzie A = [)\] jest wektorem parametréw funkcji celu tozsamym wilasciwie z wek-
torem modyfikacji strukturalnych, natomiast F;(A) sg pewnymi funkcjami zaleznymi od
stanu konstrukeji w okreslonych chwilach ¢t € 7. W praktyce zbiér chwil 7 bedzie zazwy-
czaj wynikiem dyskretyzacji zwartego przedziatu czasowego. Zbiér L okreslany jest przez
ograniczenia natozone na parametry funkcji celu, ktore sg zwykle istotne dla zagadnienia
optymalizacji. Funkcje F, grupujemy w wektor chwilowych stanéw konstrukcji*? F.
Wymagamy, aby funkcja celu (7.1) byta rézniczkowalna wzgledem skltadowych tego wek-
tora, czyli, ze znajac F mozemy dokladnie wyznaczy¢ sktadowe nastepujacego gradientu:

d Ncel ~Cel
J—F(F) = [%’;t (F)] . (7.3)

Czesto funkcja celu bazuje na skumulowanej odpowiedzi konstrukcji uzyskanej z pewne-
go przedzialu czasowego. Zapis (7.1) przyjmuje wtedy postaé¢ sumy sktadowych wektora
chwilowych stanéw konstrukeji

fcel(A) = .fcel (F(A)) = Z Ft(A)> (74)

teT

za$ gradient (7.3) jest wektorem o wszystkich sktadowych jednostkowych.
Istote funkcji celu stanowié¢ jednak beda funkcje Fy(A), czyli skltadowe wektora F.
Postulujemy, ze da si¢ go przedstawi¢ w nastegpujacej postaci

F(A) =F(f(t; X)) = [F(f(m; )], (7.5)

42) Jest to raczej wektor pewnych miar zaleznych od chwilowych stanéw konstrukeji. Rozmiar wektora F
zalezy tylko od liczby analizowanych chwil czasowych (ktére w ogélnosci nie muszg by¢ ani uporzadko-
wane, ani nie muszg stanowié¢ regularnej dyskretyzacji zwartego przedzialu czasowego — choé¢ zwykle
tak wladnie bedzie), dlatego tez wyjatkowo zastosujemy klasyczng notacje Fi(), zamiast zapisu F(t; )
zgodnego z przyjeta umows (patrz przypis 25, str.91).
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przy czym
f(t;A) = [fa(t; N)] (7.6)

jest wektorem funkcji przejscia, ktére definiujemy bardzo ogdlnie — jako kombina-
cje liniowe zaleznych od czasu funkcji przemieszczenn ustroju dynamicznego. Funkcja celu
oparta jest wiec na funkcjach przejécia, opisujacych propagacje fali sprezystej. Zalez-
nos¢ (7.5) musi byé¢ rézniczkowalna wzgledem sktadowych wektora funkcji przejscia, co
oznacza, ze mozna wyznaczy¢ reprezentacje macierzows, gradientu

dF OF,
Eir) = {W

Powyzsze zalozenia dotyczyly postaci funkcji przejscia. Na koniec przyjmujemy jesz-

(f)] . (7.7)

cze wazny postulat dotyczacy jej parametréw — otéz parametry funkcji celu muszg by¢
w jednoznaczny sposéb powiazane z wektorem zmiany sztywnos$ci konstrukcji, tzn.:

1) = [(N)] (7.8)

przy czym zaleznos¢ ta musi by¢ rézniczkowalna, co oznacza, ze dla kazdego A € L

) = [ a/A: (,\)} . (7.9)

Przypomnijmy ponadto, ze ograniczenia nalozone na sktadowe wektora modyfikacji, A,

mozemy obliczy¢ gradient

muszg, zapewnia¢ nieujemnosé¢ sktadowych wektora . Przyjete zalozenie oznacza, iz funk-
cja przejscia posrednio zalezy od wektora modyfikacji sztywnosci

f(t; ) =£(t; u(N)). (7.10)

Wielkosci, ktére mogg stanowi¢ parametry funkcji celu to oczywiscie modyfikacje
stalych materialowych lub wymiaréw elementéow, ktére jednoznacznie wplywaja na ich
sztywnosé, czy tez wreszcie modyfikacje samych wspélezynnikéw sztywnosci. Zauwaz-
my rowniez, ze na przyktad modul Younga ma wplyw zaréwno na sztywnosé osiowa,
jak i zgieciowa elementu ramy ptaskiej — zatem jeden parametr funkcji celu, opisujacy
zmiane modutu Younga, steruje dwoma parametrami sztywnosci. Bardzo latwo réowniez
mozna wyobrazi¢ sobie przypadek, w ktorym jeden parametr wplywa na pokazng liczbe
wspoétczynnikéw sztywnosci réznych elementéw umiejscowionych dowolnie w konstrukeji
(a wiec wplywa w rézny sposéb na wiele skladowych globalnej macierzy sztywnosci).
Dobrym przyktadem jest tutaj zagadnienie optymalizacji konstrukcji pod obcigzeniem
dynamicznym — parametrem optymalizacji moze by¢ przyktadowo modyfikacja pola prze-
kroju pewnej wybranej grupy elementéw konstrukeji, ktére ze wzgledow produkcyjnych
i montazowych powinny mie¢ identyczny przekréj. Przyklady okreslania zaleznosci (7.8)
oraz gradientu (7.9) dla réznych parametréw dotyczacych pretéw kratowych i elementéw
ramy plaskiej przedstawiono w rozdziale 4.3.

Przedstawione formalnie zatozenia mogg si¢ wydawaé¢ skomplikowane. Zwréémy jed-
nak uwage, ze ich istote stanowig tak naprawde dwa postulaty:
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1. funkcja celu skonstruowana jest przy wykorzystaniu funkcji przejscia, okreslajacych
propagacje fali sprezystej w konstruke;ji,
2. parametry funkcji celu musza wplywaé¢ na modyfikacje sztywnosci konstrukceji,
a wigc sg, wladciwie parametrami modyfikacji strukturalnych.
Dla kazdego przypadku spelniajacego podane zalozenia gradient funkcji celu obli-
czymy wedlug wzoru:

afcel Z Z afcel aﬂ ) afoc(t; A) (711)

OF; fa oNs

a teT

gdzie wystepuja, znane skltadowe gradientéw (7.3) i (7.7), oraz stanowigce istote obliczen,
nieznane skladowe gradientu funkcji przejscia %. Jesli funkcja celu jest posta-
ci (7.4) to sktadowe gradientu (7.3) sg jedynkami i wzér (7.11) upraszcza si¢ do nastepu-

jacej formuty:

8fcel Z Z 8Ft ) Ofal ts A) (7.12)

o teT

7.3. Gradient funkcji przejscia

Pokazano, ze dla kazdej funkcji celu speliajacej podane w poprzednim podrozdziale
postulaty obliczenie gradientu sprowadza si¢ w gtéwnej mierze do wyznaczenia gradientu
funkcji przejscia:

df Ofa
—(t;A) = LA 7.13
KON = |2 (7.13
Przypomnijmy, ze odksztalceniows funkcje przejscia moze rozpatrywaé jako sume
czynnika liniowego i rezydualnego

LX) = Fult) + fults V), (7.14)

przy czym — jak to ukazano w powyzszym wyrazeniu — czes¢ liniowa (niejako z definicji)

nie moze zaleze¢ od parametrow funkcji celu A;. Jest tak, gdyz przyjelismy zalozenie,

ze parametry Ay muszg by¢ powigzane z wielko$ciami p; opisujgcymi zmiang sztywnosci

konstrukcji. Zatem sktadowe gradientu funkcji przejécia zalezg tak naprawde tylko od
czesci rezydualne;j

Ofalt:N) _ 0falt:N)

o) V) Y

ktéra z kolei zalezna jest od dystorsji &;(¢; A), modelujacych modyfikacje sztywnoscio-

(7.15)

we konstrukcji wynikle ze zmian wartodci parametrow A;. Zalezno$¢ ta wykorzystuje
impulsows, macierz wpltywu i ma postaé (6.28),. Rézniczkujac to wyrazenie dostajemy
nastepujaca formute:

gia (t;A) = Z > Dailt —7) gi (7; A). (7.16)
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W powyzszym wzorze pojawiaja, si¢ wielkosci gf\ , ktore mozna okresli¢ mianem sklado-
wych gradientu dystorsji:
dé 0¢;
—(t;A) = (A ] 7.17
RN = [T (.17)

Wyznaczenie tych skladowych stanowi¢ bedzie istote proponowanej metody obliczania
gradientu funkcji przejscia.

7.4. Gradient dystorsji

Zanim podamy wzoér na obliczanie sktadowych gradientu dystorsji zreasumujmy, iz
przedstawiane do tej pory postepowanie opiera si¢ na nastepujacych konstatacjach:
e [stnieje jednoznaczny zwigzek pomigdzy lokalng zmiana sztywnosci konstrukceji,
a dystorsjg (zaréwno w przypadku uktadéw statycznych jak i poddanych wymu-
szeniom dynamicznym):

E(A) = (1= (V) &i(N),
Ei(t, A) = (1= m(N) et A).

e Zatem wplyw parametréw modyfikujacych sztywnosé konstrukeji mozna modelowad
dystorsjami nie ingerujac przy tym w pierwotny model ustroju.

e Obliczenie gradientu funkcji przejécia w ukladzie dynamicznym wymaga obliczenia
gradientu dystorsji modelujacych lokalng zmiane sztywnosci tego uktadu.

e Dystorsje sg adekwatne modyfikacjom parametréw funkeji celu (skonstruowanej na
bazie funkcji przejécia), zatem gradient dystorsji stanowi podstawe do obliczenia
gradientu funkcji celu.

W celu wyznaczenia analitycznych wyrazen na skladowe gradientu dystorsji rézniczku-

jemy (wzgledem parametréw \g) zwiagzki (6.44), otrzymujac nastepujace uktady réwnan
liniowych ze wzgledu na skladowe gradientu dystorsji:

jezp [5 — (1= (X)) Dij(())]%i” =
— a/g)(:\) gi(t; A) + (1 — ,Uz'(>\)) i ZDij(t —7) %;\;)\) (7.18)

7=0 j€D

Wszystkie powyzsze uklady majag taks sama macierz gtéwng (A?j wedlug (6.47)), co jest
niezwykle pozgdana witasnoscia. Dla uzyskania rozwigzania wystarczy tylko pojedyncza
dekompozycja macierzy uktadu (rozklad LU), a koszta obliczeri numerycznych zwigzane
sg wilasciwie tylko z wyznaczaniem wektoréw prawej strony. Uklady te nalezy bowiem
rozwigzywaé sekwencyjnie dla kolejnych chwil ¢. Otrzymane dla kazdej, kolejnej chwi-
li sktadowe gradientu dystorsji potrzebne sg do obliczenia wektoréw prawej strony dla
wszystkich chwil nastepnych.
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Wyrazenia (7.18) stanowig system uktadéw réwnan liniowych ze wzgledu na chwilowe
wartosci dystorsji — dla kazdej chwili ¢ mamy S ukladéw réwnan (S = dim(A)) na
sktadowe gradientu dystorsji (w chwili ¢). Mozna je zapisa¢ w postaci:

0¢;
> A (,MJ Bi(t), (7.19)

Jj€D

gdzie macierz gtéwna jest stata, tzn. ma identyczne sktadowe (6.47) dla wszystkich ukta-
déw (tj. we wszystkich chwilach ¢), natomiast sktadowe wektora prawej strony zalezg od
parametru ¢ w nastgpujacy sposob:

Opi(A) B
" T T on £:(0) dla t =0, .
Pl = ' — e (7 7.20
a a/gg\) git) + (1= m() ;;Dzj(t —7) 383)1) dla t> 0.

Uklady réwnan (7.19) rozwigzujemy sekwencyjnie, dla kolejnych chwil czasowych t. Jest
to konieczne ze wzgledu na konstrukcje wektoréw prawej strony. Otéz, dla kolejnych
chwil ¢ skladowe wektora prawej strony B;s(t) zalezg od wszystkich chwilowych warto-
$ci gT( ) z chwil poprzedzajacych (czyli dla 7 < t). Wartosci te musza wiec by¢ uprzednio
obliczone. Sktadowe B;4(t) zaleza, ponadto od funkcji catkowitych odksztalcern w lokali-
zacjach dystorsyjnych ¢;(t) (i € D), ktére obliczymy wedlug wzoru (6.31) — wymaga to
jednak znajomosci dystorsji dynamicznych, £;(t), modelujacych zmiane sztywnosci kon-
strukeji spowodowana wprowadzeniem modyfikacji, A, pewnych parametréw konstruk-
cyjnych. Zatem wpierw musimy wyznaczy¢ te dystorsje. W tym celu rozwigzujemy uktad
réwnan (6.46), opisany przez te samg macierz gtéwng co uklady (7.19). Zatem dla wszyst-
kich obliczeni tylko raz potrzebujemy wykonaé rozktad macierzy na dolno- i gérnotréjkat-
ng (rozklad LU), a pozostale obliczenia sprowadzaja, si¢ gléwnie do sumowan wyrazéw
prawej strony.
Zaprezentowana metodologia pozwala sformulowaé nastepujace wnioski:

e Zastosowanie Metody Impulsowych Dystorsji Wirtualnych pozwala na wy-
prowadzenie analitycznych wzoréw na skltadowe gradientu funkcji przejscia.

e Dysponujemy zatem analitycznymi formutami na gradient funkcji celu opartej na
analizie funkcji przejscia (i speliajacej pewne, podane na poczatku tego rozdziatu
zalozenia).

e I[stotng cecha metody jest to, ze optymalnie oblicza sie wszystkie sktadowe gradientu
naraz.

7.5. Algorytm obliczania gradientu funkcji przejscia

Przeprowadzone rachunki pozwolily skonstruowaé algorytm obliczania gradientu funk-
¢ji przejscia, bazujacy na formutach analitycznych. Podajemy dwie wersje tego algorytmu:

1. ogdlny schemat ukazujacy istote dokonywanych obliczen,



7.5. ALGORYTM OBLICZANIA GRADIENTU FUNKCJI PRZEJSCIA 119

2. szczegblowa, zoptymalizowana wersja nadajaca sie¢ bezposrednio do efektywnej im-
plementacji numeryczne;j.

7.5.1. Ogdblny schemat algorytmu

ALGORYTM 7.1 prezentuje zastosowanie idei dystorsji wirtualnych dla analizy wraz-
liwosci ustroju pod obcigzeniem zmiennym w czasie. Jak juz wspomniano, dotyczy on
tylko wrazliwoéci sztywnosciowej i w czedci jest powtérzeniem algorytmu 6.1, gdyz dla
wyznaczenia stanowigcego gtowny cel obliczen gradientu dystorsji potrzebujemy réwniez
obliczy¢ odpowiednie funkcje dystorsji dynamicznych. Gradient dystorsji wykorzystywa-
ny jest przez algorytm do wyznaczenia gradientu funkcji przejscia, ktory z kolei mozna
wykorzystaé (juz w poza algorytmem) do wyznaczenia gradientu funkcji celu, opartej na
tych funkcjach przejscia i spelniajacej zalozenia podane na poczatku tego rozdziahu.

Algorytm jest nieco bardziej skomplikowany, niz przedstawione dotychczas. Rozpatrz-
my jednak pewien szczegdlny przypadek, gdy dla zadanego wektora z przestrzeni modyfi-
kacji strukturalnych, A, nie nastepuje zmiana wspétezynnikéw sztywnosei, tzn.: p;(A) = 1.
W przypadku dobrze zdefiniowanych parametréw konstrukcyjnych, Ay, sytuacja ta powin-
na wystepowad tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe wektora modyfikacji sg jednostkowe,
czyli: A = 1. Jest to przypadek, gdy chcemy obliczy¢ wrazliwosé modyfikacji konstrukeji
pierwotnej. Algorytm 7.1 bardzo sie wtedy upraszcza — w analogiczny sposéb jak pokaza-
no w przypadku algorytmu 5.1 dla wrazliwosci ustroju statycznego. Zauwazmy bowiem,
ze macierz gtéwna jest jednostkowa, A?j = 0;;, funkcje dystorsji sa zerowe, &;(t) = 0,
za$ funkcje odksztalceri catkowitych sg réwne liniowym, &;(t) = £;(t). Zatem nie musimy
nawet zna¢ odksztalceniowej macierzy wplywu, D;;(t), gdyz skltadowe gradientu dystorsji

ALGORYTM 7.1. Analiza wrazliwosci konstrukeji obcigzonej dynamicznie.

Dane oraz obliczenia inicjujace
1. Dane sa:
e konstrukcja pod ustalonym obciazeniem dynamicznym Q(t),
o |okalizacje dystorsyjne: i,7 € D,
e funkcja (wektorowa) modyfikacji sztywnosci: p(X) = [pi(X)], oraz funkcja
jej gradientu 3—’;()\) = [gﬁz (N ]
e wektorowa funkcja przejécia: f(t;q(t)) = [ fa(t:a(t)) |-
2. Obliczamy:

e wektory liniowej odpowiedzi konstrukgji (tj. na obciazenie Q(t)), czyli wektory
L
funkeji przejécia: &(t), fa(t) = fa(t:;a(t) dla Q(1)).
e odksztatceniowa impulsowa macierz wptywu: D;;(t),

e ogdlna impulsowa macierz wptywu: ﬁai(t) = fa (t; q(t) dlag; = 1).

[ciag dalszy na nastepnej stronie]

l
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ALGORYTM 7.1. [ciag dalszy]

!

[ kontynuacja poprzedniej strony ]

Obliczenia powtarzalne
3. Pobierany jest argument w postaci wektora modyfikacji parametréw konstrukcyj-
nych A = [)\S].
4. Obliczamy modyfikacje sztywnosciowe: j1; = j1;(A).
5. Wyznaczamy i dekomponujemy (rozktad LU) macierz: Agj = 0ij — (1 — ps) D;;(0).
6. Kolejno dla kazdej chwili ¢:
e obliczamy wektor prawej strony
bi(t) = (1 — py [51 +ZZD” (t—71)é(r )}
7=0j€D
e a nastepnie rozwiazujemy uktad réwnan: ZA% £j(t) = bi(t).

Otrzymujemy funkcje dystorsji: &;(t). jep

7. Obliczamy funkcje odksztatcen ca’rkowitych

gi(t) = &(t) + &(t) —i—ZZDUt—T (7).
7=0j€D
8. Kolejno dla kazdej chwili ¢ przeprowadzamy nastepujace dziatania dla kazdego s:

e obliczamy wektor prawe;j strony

Ol ( )
Bis(t) = 55l — ti TZ(J;)D” o, Bdzie:
s O
o 0&;(t)
e a nastepnie rozwiazujemy uktad réwnan: ZAU DV Bis(t).
Ei 4 jeD ’
: 5)\5( ).
9. Obliczamy wyniki:
e gradient funkcji przejs'cia
0 fa 6fa 851
W(t Z ZDQ’L (T),
s 7=0€D
e wartosé funkcji przejscia (moina ja oinczyé juz po 6-tym punkcie algorytmu):
fa(t):fa()+fa = +ZZDwt—T€z 7).

7=04€D
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wyznaczamy bezposrednio ze wzoru:

Oei(t;1) — Opi(1) o
o ei(t), (7.21)

co oznacza, ze skladowe gradientu funkcji przejscia sg réwne:

afatl ZZ Bostt — ) 250 1y (7.22)

A
7=0 i€D OAs

Powyzsze spostrzezenie uogélnimy w nastepnym paragrafie dla ogromnie istotnego przy-
padku, gdy niekoniecznie wszystkie ze skladowych wektora zmiany wspétczynnikow
sztwynosci, u, sg jednostkowe. Otrzymamy dzieki temu zoptymalizowana wersje algoryt-
mu, pozwalajaca na czesto bardzo znaczace zmniejszenie kosztow numerycznych obliczeri
— tym wigksze im wigcej sktadowych p; jest réwne jeden.

7.5.2. Zoptymalizowany algorytm obliczania gradientu

Zanim przedstawimy zoptymalizowana, wersje algorytmu 7.1 zauwazmy, ze kosztow-
ne obliczeniowo sg przede wszystkim sumowania po chwilach czasowych. Oczywistym
usprawnieniem jest wiec — przy obliczaniu funkcji odksztalcen w punkcie 7-mym algoryt-
mu — wykorzystanie faktu, ze czynnik zawierajacy duzo sumowan (oznaczony w réwnaniu
ponizej) zostal juz obliczony w punkcie 6-tym — zatem:

ZZDUt—Tsj ZZDUt—ng )+ Dy(0)&(r).  (7.23)

7=0 j€D 7=0 j€D Jj€D
.

J

Vv
obliczone wczesniej

Naprawde istotna optymalizacja polega jednak na wykorzystaniu spostrzezenia, ze
sktadowe gradientu zwigzane z loaklizacjami dystorsyjnymi, w ktoérych wspdlczynnik
sztywnosci ma wartos¢ pierwotna, mozna bardzo szybko obliczy¢ i dzigki temu zmniejszy¢
liczbg niewiadomych w uktadach réwnan — do obliczenia beda, juz bowiem tylko pozostale
sktadowe. W tym celu zdefiniujmy dwie grupy indekséw:

e lokalizacje dystorsyje, w ktérych (dla zadanego wektora modyfikacji A) nie wyste-
puje zmiana wspétczynnika sztywnosci:

e lokalizacje, w ktérych zadane modyfikacje strukturalne A taks zmiang powoduja;
Dy={i€D: u; #1}. (7.25)

Wida¢, ze zdefiniowane zbiory indekséw sg rozlgcznymi i wyczerpujacymi podzbiorami
zbioru wszystkich lokalizacji dystorsyjnych, tzn.:

DzNDy =0 oraz DzUDy=D. (7.26)
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Przyjmujemy dalej nastepujace symbole indekséw do oznaczania wielkosci zwigzanych
z odpowiednimi lokalizacjami dystorsyjnymi:

2€Dz, p,q€ Dy, orazoczywiscie: i,j € D. (7.27)

Pamiectamy przy tym, ze Dz C D i Dy C D, a wigc indeksy 1,7 “przbiegaja’ zawsze
rowniez lokalizacje indeksowane przez z oraz p i q.

Wykorzystujac teraz przyjete zatozenie: p.(A) = 1, zauwazmy, ze wiersze macierzy
gléwnej A?j odpowiadajace z-owym indeksom sg zerowe z wyjatkiem sktadowej A? | ktéra
jest réwna jeden, czyli

Agj = 0. (7.28)

Natomiast odpowiadajgce im sktadowe wektorow prawej strony, dla kazdego ¢, sa réwne
(odpowiednio) — dla uktadu réwnaii (6.46):

b.(t) =0, (7.29)
za$ dla ukladéw (7.19):
o)
B.(t) = ~ e.(1). (7.30)

W algorytmie musimy znaé¢ funkcje odksztalcenn catkowitych w lokalizacjach dystor-
syjnych, zalezne od dystorsji dynamicznych, ktére musimy wyznaczy¢. Z zastowsownia
zwigzkéw (7.28), (7.29) w ukladzie réwnan (6.46) dostajemy od razu oczywisty wynik
na zerowanie si¢ z-towych skladowych dystorsji, £,(t) = 0, gdyz w tych lokalizacjach
nie ma zmian do modelownia. Z kolei niezerowe funkcje dystorsji wyznaczamy teraz z
odpowiednio pomniejszonego uktadu réwnan:

D AD () = by(t), (7.31)

q€DyN

Funkcje odksztalcenn calkowitych we wszystkich lokalizacjach dystorsyjnych obliczamy
wedlug nieco zmodyfikowanej formuty:

eit) =&(t) + &) = &)+ > Y Dyt — 1) ,(7), (7.32)

7=0 pEDN

w ktérej uwzgledniono fakt, ze sens ma sumowanie tylko po indeksach p € Dy, gdzie
mamy niezerowe funkcje dystorsji. Pamietamy ponadto o tym, ze czesé sumowan zostata
juz wykonana (przy wyznaczaniu skladowych b,(t) wektora prawej strony ukladu (7.31))
i nalezy skorzysta¢ z zaleznosci (7.23).

Spostrzezenie (7.28) oznacza, ze z-towe sktadowe gradientu dystorsji sa réwne odpo-
wiednim sktadowym wektora prawej strony (7.30), zatem wyznaczamy je bezposrednio ze

WZOr'u: 52 5
Exn . Op
O () = O

Pozostaje wigc tylko obliczyé¢ pozostale sktadowe gradientu dystorsji odpowiadajace lo-

e-(t). (7.33)

kalizacjom p € Dy, w ktérych wystepuje zmiana wspolczynnika sztywnosci. W tym celu
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nalezy sekwencyjnie rozwigzywaé¢ odpowiednio mniejsze (podobnie jak (7.31)) poduklady
réwnan:

02 ~
> A, a; ) = Bps(t), (7.34)

q€DN

Identyczna dla wszystkich tych ukladéw (7.31) i (7.34) macierz gléwna A9 jest kwa-
dratows podmacierza, macierzy AU, powstalg w wyniku usunig¢cia z-towych wierszy i
kolumn. Zauwazmy przy tym, ze niezerowe przeciez skltadowe Agz nie zniknely — zostaja
przeniesione na prawg strong¢ jako mnozniki obliczonych juz sktadowych gradientu. Skia-
dowe wektoréw prawej strony ulegaja wiec pewnej modyfikacji (pojawia sie dodatkowy
czynnik):

~ &sz
Bps(t) = -y A (,M (7.35)
2€Dz
Wprowadzajac oznaczenie:
Hy, = —Ap. = (1= 115(N) Dp:(0) - (p # 2), (7.36)

te zmodyfikowane skltadowe wektora prawej strony zapisujemy w postaci:

~ 0,
Bys(t) = Bys(t) + Z ng B\ (t;A)

2€Dz
( Oup(N) 882
- Z b (7/\ ) dla t =0,
§ 2€Dz
(7.37)
B Otip(A) ‘ 85]- (T3 A)
= By ep(t; A) + 1 fp(A ;;Dm By
+ Y H pzm A) dla t>0.
\ 2€Dz

Wykorzystanie przedstawionych optymalizacji pozwala na bardzo znaczne obnizenie
kosztéw obliczenn numerycznych w przypadku, gdy wystepujg jednostkowe sktadowe wek-
tora p. Nie zmniejszamy przy tym wymiaru przestrzeni modyfikacji strukturalnych, ani
lokalizacji dystorsyjnych, na ktore te modyfikacje moga mie¢ wplyw.

W koticu mozemy zaprezentowaé¢ tablice ALGORYTM 7.2, ktéra zawiera zoptymalizo-
wang wersje algorytmu 7.1. Postuzyta ona do bardzo efektywnej implementacji obiekto-

i3 W tablicy stosowano zapis nadajacy sie do bezposredniego wykorzystania przez

wej
programiste — pominigto niektére z dotychczas stosowanych oznaczen, zachowujac tylko
te wielkodci, ktére muszg zaistnie¢ jako niezalezne zmienne w programie (stad niektére
z nich inicjowane sg warto$ciami, ktore moga sugerowaé nickonsekwencje, czy wrecz nie-

zgodnosé z wyprowadzonymi wzorami — jest to oczywidcie pozorne). Algorytm zapisano

43) Tablice jedno-, dwu- i tréjwymiarowe przechowywane sg w postaci jednowymiarowej (4 la FOR-
TRAN); dziatania przeprowadzane sg “in place”, bez zbednego kopiowania, na podmacierzach i podwek-
torach, stosujac procedury przeliczania indekséw “w locie” (oczywista analogia z podzbiorami indekséw).
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ALGORYTM 7.2. Zoptymalizowana wersja algorytmu 7.1.

1. Dane:
(a) Macierze:
e 2-wymiarowe: &(t), .]%a(t),
e 3-wymiarowe: D;;(t), Dai(t),
przy czym i,j € D, t €T =1{0,...,n}.
(b) Funkcja wektorowa p(.) oraz funkcja jej gradientu z—‘;(.), dzigki ktérym dla za-
danego wektora A = [);] mozna obliczy¢:

e wektor wartosci: j1; (),

. . O
dientu: A
e macierz gradientu a)\8( ),

przy czym: ¢ € D.

2. Obliczenie gradientu:
(a) Pobierany jest argument A.
(b) Wykorzystujac funkcje u(.) oraz 3—’;( ):
e obliczamy: fi; = 1 — p;(N),

gi" (t) = —g’;" (\) dla kazdego ¢ € T

(c) W zaleznosci od sktadowych wektora fi; okreslamy zbiory indekséw:
e pq€Dy={i€D: [i;#0},
e 26Dz={ieD: fi; =0}
Zatem Dy UDz =D oraz Dy NDz = .
(d) Inicjujemy warto$¢ funkeji przejscia: fo(t) = ]%a(t),
(e) Jezeli Dy =0 to:

ﬁéi . 8&
¢« o= (t) &(t).

(f) W przeciwnym przypadku, czyli jesli D # 0:

e inicjujemy:

e wykonujemy obliczenia w petli (punkt 3.),
e obliczamy wartos¢ funkcji przejscia:

f( —fa +Z ZDapt_T ()

T7=0pEDyr
(g) Obliczamy gradient funkcji przejscia:

.afa ZZDM _ 35:<T>.

7=04€D

[ciag dalszy na nastepnej stronie]

l
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ALGORYTM 7.2. [ciag dalszy]

|

[kontynuacja poprzedniej strony ]
3. Obliczenia w petli:
(a) Inicjujemy:
o 5i(t) = &(1),
o £,5(t) =0.
(b) Obliczamy, a nastepnie dekomponujemy (rozktad LU) macierz:
° qu = Opg — fip Dpq(0).
(c) Jezeli Dz # 0:
o HY, = fi, D,.(0).
(d) Jezelidi € D ¢;(0) # 0:
e wykonujemy obliczenia w chwili ¢ = 0 (punkt 4.).

(e) W przeciwnym przypadku, czyli jesli Vi € D ¢;(0) = 0:

A~

0
e przyjmujemy: ail (0) = 0.
S

(f) Kolejno dla kazdej chwili t > 0:

e wykonujemy obliczenia w chwili ¢ > 0 (punkt 5.).

4. Obliczenia w chwili t = 0:
(a) Jezeli Ip € Dy €,(0) # 0:
e obliczamy wektor prawej strony: b, = fi, £,(0),

e wyznaczamy £,(0) z uktadu réwnar: Z qu £4(0) = bp,

q€DN
o ci(0):==£i(0) + Y _ Dip(0)£,(0).
pEDN
(b) Obliczamy:
0¢; 0¢;
o SH0)= 5 0)=0)
(c) Obliczamy macierz prawych stron:
0é
® Bps = a—)\i(o)v
. 0¢,
o Jezeli Dz #0: Bps := Bps + ZHSZ 8—>\s(0)
2€Dz
(d) Dla kazdego s wyznaczamy:
05y (0) z uktadu réwnan: ZAO %(0) =B
OXs ' PEgNg T TP

q€DyN

[ciag dalszy na nastepnej stronie]
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ALGORYTM 7.2. [dokoniczenie]

!

[ kontynuacja poprzedniej strony |

5. Obliczenia w chwili t > 0:
(a) Dana jest ustalona chwila t > 0, przy czym zaktadamy, ze kolejno zostaty juz
wykonane obliczenia dla wszystkich chwil 7 < ¢.
(b) Obliczamy:

o ci(t):==¢g(t —i—Z ZDZpt—T Ep(T),

7=0pEDxr
(c) Obliczamy wektor prawej strony:
o by = jipep(t).
(d) Wyznaczamy:
e £,(t) z uktadu réwnan: Z qu Eq(t) = by,
q€Dy
(e) Kolejno oinczamy'

o ci(t) :==¢ei(t) + E D;p(0
pED N

8&' 881
o on (=50l

(f) Obliczamy macierz prawych stron:

* Bys = 88p "’NPZZDPJ (%J( ),

7=0j€D 5
0¢
[ ] Jezell DZ # @: Bps = ps + ZHO €z (t)

PZ 0N
26Dz

(g) Dla kazdego s wyznaczamy:
3 0 9%
[ J

¢,
3 P(t) z uktadu réwnan: Zqu oh. (t) = Bps.
q€DN

S

w postaci pieciu punktéw: punkt 1 zawiera dane wykorzystywane przez algorytm*®, na-
tomiast punkt 2 to gtéwny czlon algorytmu przeznaczony dla powtarzalnych obliczen do-
konywanych dla zadanych punktéw z wektorowej przestrzeni modyfikacji strukturalnych.
Dla nietrywialnych przypadkéw niezbedne bedzie wykonanie — opisanych w punkcie 3 —
obliczeri w petli (dla kolejnych chwil czasowych). Punkty 4 i 5 stanowia, podprocedury
wykorzystywane przez procedure obliczern w petli.

4) Zauwazmy tutaj, ze (tak jak w przypadku wszystkich algorytméw prezentowanych do tej pory)
argumentami sa miedzy innymi funkcje zwracajace wektor oraz macierz. Realizacja obiektowa pozwolila
na bardzo eleganckie i czytelne oprogramowanie tego aspektu — parametrami sg obiekty, ktérych metody
obliczaja i zwracajg potrzebne wielkosci (nb. réwniez w postaci obiektéw).
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7.6. Weryfikacja gradientéw analitycznych

7.6.1. Obliczanie gradientu Metoda Réznic Skoriczonych (MRS)

Pojedyncza sktadows gradientu funkcji przejscia mozna obliczaé¢ za pomocs klasycznej
Metody Réznic Skoticzonych. W tym celu wykorzystujemy ponizszy wzor wynikajacy
z definicji pochodnej:

afoz(t; A) -1 fa(t; [/\7“ + 57’5A/\5]) — fa(t; A)

O\ AXs—0 AN,

. (7.38)

Wielko$¢ AN to tzw. przyrost skoriczony dla parametru, po ktérym obliczamy pochod-
ng, natomiast wektor A = [)\r} okresla punkt w przestrzeni parametréw, w ktérym te
pochodng obliczamy. Nalezy szczegdlnie podkresli¢, ze ta metoda obliczert ma charakter
czysto numeryczny, tzn. (w przeciwienstwie do podejscia opartego na MIDW) nie bazuje
na formutach otrzymanych z analitycznego rézniczkowania funkcji przejscia. W zwiagzku
z tym uzyskiwane za jej pomoca rezultaty obarczone sg bledem, ktéry po pierwsze trud-
no jest oszacowaé, a ponadto czesto moze mieé¢ on istotny wplyw na zbieznos$é¢ czy wrecz
szanse powodzenia metod optymalizacyjnych wykorzystujacych tak obliczone gradienty.

7.6.2. Wady obliczenn metoda réznicowa

Ponizej prezentujemy niedogodnosci wykorzystywania réznic skoriczonych do oblicza-
nia gradientu funkcji przejscia. Wynikaja one z ogdlnych wad MRS, a ich wplyw po-
teguje sie wraz ze wzrostem wymiaru przestrzeni parametrow, czyli wraz ze wzrostem
liczby sktadowych gradientu. Stosujgc zatem podejscie réznicowe nalezy zdawaé sobie
sprawe, ze:

e wartos¢ przyrostu skonczonego to dodatnia, arbitralnie mata liczba — zatem poja-
wia sie tzw. problem doboru przyrostu: AN, = 7, z ktérym wiaza, sie nastepujace
niedogodnosci metody:

— falszywe wyniki dla zbyt duzej albo zbyt malej wartosci przyrostu skoriczonego,
— trudnosé¢ z wyborem, ktéry z wynikéw otrzymanych dla réznych wartosci przy-
rostu skoriczonego jest lepszy (tj. blizszy rozwigzania $cistego);

e zmieniamy pierwotny model konstrukecji — algorytm MRS nie sprowadza si¢ wiec
tylko do jednej prostej formuty (7.38);

e wystepuje koniecznosé obliczania kazdej skladowej gradientu oddzielnie, przy czym
za kazdym razem istnieje problem doboru przyrostu oraz konieczno$é¢ modyfikacji
pierwotnego modelu konstrukeji;

e niedoktadnos$é obliczonego gradientu jest trudna do oszacowania i czg¢sto jest odpo-
wiedzialna za niepowodzenie metod, ktére wykorzystuja gradient obliczony w ten
sposéb (tzw. problem zbieznosci);

e problemy ze zbieznoscig nasilajg si¢ zwlaszcza w przypadku zadan o wielu parame-
trach, a wigc korzystajacych z gradientéw o duzej liczbie sktadowych.
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7.6.3. Poréwnanie wynikéw otrzymanych za pomoca MIDW z rezultatami
obliczen MRS

W celu weryfikacji zaprezentowanej metody wyznaczania wrazliwosci sztywnosciowej
ustroju dynamicznego i opartego na niej algorytmu 7.2, wykorzystamy model konstruk-
cji z przyktadu 4.4, poddawanej teraz obcigzeniu dynamicznemu sita, P = P(t) (patrz
rys.4.1), o réznej zmiennosci w czasie, podobnie jak to czyniliémy w testach opisanych
w podrozdziale 6.9. W identyczny sposéb, jak w tych testach, definiujemy wektor mody-
fikacji parametrow strukturalnych:

<L)

oraz konsekwentnie okreslamy zalezny od niego wektor zmiany wspolczynnikéw sztyw-

1— E® JE®)
1 — E®W/E®

’

nosci:

-3 .

kioa/Kish

%(4)/1{:(4) 1—X) -1 0
()‘)_ EAINEA| 1— X d_,u,()\)_ 0o -1
YT oo | T = xl e T o )

EJ/REJ

1= 0 -1
S (4) .4
| ki) ki)

przy czym dodatkowo wyznaczyliSmy réwniez macierz gradientu tej zaleznosci.

W réznych punktach A przestrzeni modyfikacji parametréw konstrukcyjnych oblicza-
lismy gradienty funkcji przejscia wykorzystujac algorytm oparty na MIDW, a wyniki
poréwnywane byly z rezultatami obliczeni uzyskanych (dla kazdej sktadowej gradientu od-
dzielnie) algorytmem MRS dla szeregu coraz mniejszych wartosci przyrostu skonczonego
(o postaci 107", n = 1,...,12). Dokonane poréwnanie potwierdzilo w peli popraw-
ng prace algorytmu 7.2 — odpowiednie sktadowe gradientu obliczone obiema metodami
wykazywaly zgodnos$¢ z dokladnoscig do przynajmniej 4-tej cyfry znaczacej (dla drugiej
sktadowej gradientu byla to zwykle dokladno$é do co najmniej 5-tej cyfry znaczacej)
dla wszystkich chwil dyskretnych (co sprawdzano automatycznie znajdujac chwile o mak-
symalnej réznicy pomiedzy wartosciami gradientéw). Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze uzna-
nemu za dokladny wynikowi MIDW najblizsze byly wartosci obliczone wedlug MRS dla
przyrostu skoriczonego z przedzialu od 107 do 1077 (czesto przy tym réznego dla obu
sktadowych).

Gradienty obliczono migdzy innymi dla obcigzenia o postaci (6.53), w punkcie prze-
strzeni modyfikacji strukturalnych A = [0,2 O,B]T. Zastosowanie algorytmu opartego na
MIDW prowadzi do wynikéw “analitycznych”, przy czym od razu otrzymujemy wszystkie
sktadowe gradientu — dla wygody prezentujemy tutaj wyniki w postaci sumy wielkosci
otrzymanych dla kolejnych chwil dyskretnych:

£(t; A £(t; A

3 (A) [ 262125 00y (EA) _ [ 2502100 o
O\ —3,49073 ONo —2,07948

teT teT
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Rezultaty te nalezy poréwnaé¢ z wartosciami odpowiednich sktadowych gradientu przed-
stawionymi w tablicy 7.1, a otrzymanymi za pomocg MRS dla kilkunastu réznych warto-
Sci przyrostu skonczonego A)g. W tablicy zaznaczono wartosci, najblizsze tym uzyskanym
przez algorytm oparty na MIDW, uznanym za wartosci doktadne (“analityczne”). Jak wi-
da¢, w dwéch przypadkach uzyskano zgodnos¢ do 4-ech, w jednym do 5-ciu, a w jeszcze
jednym nawet do 6-ciu cyfr znaczacych.

TaBLICA 7.1. Skladowe gradientu obliczone Metoda Réznic Skoriczonych.

Dla AN, = %: Z %}Zl\) = GJas, gdzie:
teT
Jas
a=1 a=2

s=1 s=2 s=1 s=2
n [1073] [1077] [1073] [1077]
1 3,563360 2,84779 -6,56098 -2,34564
2 2,72991 2,53375 -3,90162 -2,10374
3 2,63216 2,50524 -3,53219 -2,08188
4 2,62233 2,50241 -3,49488 -2,07972
5 > 2,62132 <« 2,50213 > -3,49120 « -2,07950
6 2,61882 | »2,50209 4 -3,49148 | »-2,07948 <
7 2,59835 2,50196 -3,49359 -2,07950
8 2,61101 2,50102 -3,49440 -2,07951
9 1,73609 2,49087 -3,82831 -2,08077
10 -16,23030 2,34426 -7,66516 -2,12109
11 -86,55338 0,31230 -37,35931 -2,566325
12 | -586,31790 -1,25499 -25,94496 -1,35112

» <« — wielkosci najblizsze gradientowi “analitycznemu” (MIDW)



ROZDZIAL

Identyfikacja defektow

8.1. Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale przedstawiono oparty na MIDW algorytm gradientowej ana-
lizy propagacji fali sprezystej zweryfikowano jego poprawnosé za pomocg Metody Réznic
Skoriczonych. W tym rozdziale w celu niebanalnego przetestowania algorytmu zostanie
on wykorzystany dla zagadnienia identyfikacji defektéw bazujacej na analizie (w dome-
nie czasowej) odpowiedzi sprezystej konstrukeji poddanej wymuszeniu dynamicznemu.
Metoda identyfikacji opiera¢ si¢ bedzie na analizie réznicy pomiedzy funkcjami przej-
Scia opisujgcymi propagacje fali sprezystej w konstrukeji rzeczywistej i w modelu MES,
w ktérym wplyw ewentualnych defektéw modelowany jest wirtualnie (i w sposéb zauto-
matyzowany, pod kontrola algorytmu) przez dystorsje. Omdwione zostanie zagadnienie
identyfikacji uszkodzen w kratownicach na prostych przykladzie wykorzystujacym symu-
lacje numeryczne. Na koniec zaprezentowana zostanie identyfikacja defektéow bazujaca
na funkcjach przejscia uzyskanych z przeprowadzonego eksperymentu, w ktérym zajmo-
wano si¢ badaniem drgan sprezystej belki wspornikowej. W doswiadczeniu tym w celu
odczytania funkcji przejscia, jak réwniez wzbudzenia fali sprezystej, skorzystano ze zjawi-
ska tzw. piezoelektryczno$ci. W zalozeniu zreszta piezodiagnostyka stanowi¢ bedzie punkt
wyjéciowy dla prezentowanej koncepcji identyfikacji uszkodzeni, zatem nastepny podroz-
dzial poswiecony jest wlasnie temu zagadnieniu.

131
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8.2. Podstawy piezodiagnostyki

8.2.1. Efekt piezoelektryczny

Piezodiagnostyka polega na wykorzystaniu sensoréw wykonanych z materialéw piezo-
elektrycznych w celu, na przyktad, odczytywania lokalnych stanéw odksztalcenia w kon-
strukcjach. Piezoelektryki sg to krysztaly, w ktorych wystepuje tzw. efekt piezoelek-
tryczny. Rozréznia si¢ dwa rodzaje tego zjawiska:

e prosty efekt piezoelektryczny — polega na pojawieniu si¢ réznoimiennych tadunkéw

elektrycznych na przeciwlegtych i asymetrycznych wzgledem siebie elementach po-
wierzchniowych krysztatow pizoelektrykéw pod wplywem nacisku badz rozciagania,

e odwrotny efekt piezoelektryczny — wywolywanie mechanicznej deformacji tych krysz-
taléw pod wplywem zewnetrznego pola elektrycznego.

Stosowanie materialéw piezoelektrycznych umozliwia wiec przetwarzanie napieé i impul-
sow mechanicznych na elektryczne i odwrotnie. Zatem materialy te Swietnie nadajg si¢ na
sensory takich wielkosci fizycznych jak nawet bardzo niewielkie odksztalcenia, czy prze-
mieszczenia (speliajace zazwyczaj postulat tzw. malych przemieszczen). Zjawisko od-
wrotnego efektu piezoelektrycznego pozwala z kolei na réwnoczesne wykorzystanie tych
materialow w celu wymuszania lokalnych deformacji — znajduja wiec one zastosowanie
m.in. w precyzyjnie sterowanych generatorach fal mechanicznych.

8.2.2. Piezodiagnostyka w konstrukcjach pretowych

Przyklady oraz eksperyment zaprezentowane w niniejszej pracy dotyczy¢ beda kon-
strukcji pretowych, zatem skupimy si¢ teraz na dokladniejszym omoéwieniu zagadnienia
piezodiagnostyki dla tego typu ustrojéw. Modelowanie oddzialywania elementéw piezo-
elektrycznych w konstrukcjach oméwiono m.in. w pracach [43, 44].

Yy | Ly Lo
p1€Z20-sensor

Yo
> belka >

Rys. 8.1. Belka z piezo-sensorem.

>

Rozpatrzmy belke, na ktérg naklejony jest sensor wykonany z materialu piezoelek-
trycznego (rys.8.1). Odezyt (czyli tadunek elektryczny) na sensorze zalezy zaréwno od
odksztalcenn podtuznych jak i zgieciowych belki pod sensorem:

Qp = /cp [ez(:c) + Up ﬁz($)} dr = ¢, {/ex(x) dx + yp/ﬁz(x) dx} (8.1)

Ly Ly Ly
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W powyzszej formule ¢, oznacza charakterystyke piezoelektryczna, piezo-sensora, (zalezng
od jego wymiaréw i oczywiscie materiatu piezoelektrycznego, z ktérego zostat wykonany),
natomiast y, to odlegtos¢ pomiedzy osig belki a osig naklejonego na nig piezo-sensora,
o dlugosci L,. Sensor jest zazwyczaj cienks plytks piezo-ceramiczng, naklejong na po-
wierzchni¢ belki — za jego charakterystyke mozemy wtedy przyjmowaé iloczyn jego gru-
bosci i szerokosci oraz stalej piezoelektrycznej materiatu. Grubosé jest na tyle znikoma
w poréwnaniu z pozostalymi wymiarami, ze jej zmiana wynikajaca z odksztalcenia senso-
ra w zaden istotny sposéb nie wplywa na sumaryczng, zmiang objetosci sensora, ktéra jest
odpowiedzialna za wartos¢ odczytu. W przypadku sensorow na elementach pretowych
w jawny sposéb nie uwzgledniamy réwniez zmiany szerokosci, jako bedacej pochodng
istotnej zmiany dlugosci sensora, powstalej w wyniku odksztalcenia preta. Przyjmujemy
przy tym, ze szerokos¢ piezo-sensora jest raczej wyraznie mniejsza od jego dhugosci.

W ostatnim czionie wzoru (8.1) przyjeto, ze ¢, oraz y, sg stale wzgledem wspéirzed-
nej x. Postulujac, ze ¢, = ¢,(z) # const mozemy uwzglednia¢ zmienng szeroko$é sensora
piezoelektrycznego naklejonego na belke. Oczywiscie w praktyce szerokosé sensora powin-
na by¢ stala. Natomiast y, = y,(x) # const oznacza, ze zmienna jest wysokosé¢ przekroju
belki pod sensorem.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

€x déf/ex(x) dx, R, déf//ﬁz(x) dx, (8.2)

LP LP
i zauwazmy, ze €, opisuje te cze$¢ catkowitej zmiany dlugoscei sensora, ktéra pochodzi od
osiowego rozciggania ($ciskania) fragmentu belki, za$ iloczyn y, &, okredla czesé, ktéra
jest wynikiem zginania belki. Wzér (8.1) zapisujemy teraz w postaci:

Qo = p(Ex + yp ). (8.3)
Rozpatrzmy dwa skrajne przypadki.
o Jesli €, > yp ke, to:

Qp = Cp €y (8.4)
Sytuacja ta w praktyce zachodzi wtedy, gdy odksztalcenia krzywiznowe sg pomijal-
nie mniejsze od odksztalcenn osiowych. Wystepowaé ona moze w tych elementach
konstrukeji, ktére przy danym sposobie obcigzenia sg gléwnie rozciagane, badz
Sciskane. Najczesciej zreszty elementy te powinny by¢ traktowane w modelu ma-
tematycznym jak prety kratowe (o ile oczywidcie nie powoduje to geometrycznej
zmiennosci), dla ktérych odksztalcenia krzywiznowe s a priori zerowe. Czasem
jednak z jaki$ przyczyn moga interesowaé nas witasnie tylko odksztalcenia osio-
we elementu, ktéry podlega réwniez znaczacej deformacji zgigciowej. Mozna wtedy
doswiadczenie przeprowadza¢ w ten sposéb, ze na element ten naklejone sa dwa
identyczne piezo-sensory, symetrycznie do jego gérnych i dolnych widkien. Srednia
arytmetyczna z odczytéow uzyskanych z obu tych sensoréw bedzie proporcjonalna

do catkowitych odksztalcert osiowych tego elementu, czyli:

i (8.5)
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gdzie Qpg, Qpa to odezyty na (odpowiednio) gérnym i dolnym sensorze. Zatem jak
widaé istotny jest wtedy sumaryczny odczyt z obu sensoréw, co zreszta mozna tatwo
zrealizowaé juz na poziomie urzadzen mierniczych.

o Czesto €, < yp k. — wtedy:
Qp ~ Cp Yp K. (8.6)

lloczyn ¢, y, tworzy jedng staly proporcjonalnosci pomigdzy tadunkiem elektrycz-
nym, a zmiang dlugosci sensora wyniklg z odksztatcenn krzywiznowych belki. Widaé
zatem, ze w praktyce odczyt na sensorze jest proporcjonalny do krzywizny belki.
Ta sytuacja dosy¢ czesto wystepuje w praktyce, tzn. w wielu konstrukcjach ramo-
wych wystepuja, elementy, ktérych skrajne wlékna sa rozciggane i Sciskane gléwnie
w wyniku zginania, a odksztalcenia osiowe sg przynajmniej kilkaset razy mniej-
sze®®). Dwa identyczne piezo-sensory naklejone symetryczne do gérnych i dolnych
wlékien belki pozwalajg na rejestracje catkowitej zmiany krzywizny fragmentu belki
z sensorami, jesli skorzystamy ze wzoru:

= Cp Yp R (8.7)

Oczywiscie w praktyce dlugo$¢ sensora jest zwykle duzo mniejsza niz dhugosé ele-
mentu belkowego, L, < Ly, 1 rezultaty otrzymane z pomiaréw mozna interpre-
towaé jako proporcjonalne do $redniej krzywizny w punktach osi belki potozonych
w lokalizacji sensora.

8.2.3. Wyznaczanie odczytu piezo-sensoré6w w modelu MES

Przedstawione powyzej zaleznosci ilustruja co tak naprawde¢ oznaczajg pomiary otrzy-
mane z eksperymentu, a wigc w jaki sposob mozna je interpretowac. Zazwyczaj wyniki
eksperymentalne potrzebne sg do weryfikacji wynikéw otrzymanych z modelu numerycz-
nego konstrukcji. Zajmiemy sie wigc teraz tym w jaki sposéb korzystaé z obliczenn mode-
lu MES w celu wyznaczenia odczytéw z piezo-senosréw naklejonych na elementy ramowe.
Przyjmowadé przy tym bedziemy prosty model relacji konstrukcja —sensor, w ktérym cal-
kowicie pomija¢ bedziemy fakt wystepowania senora i jego wplywu na konstrukcje. Taki
model jest usprawiedliwiony m.in. niewielkimi wymiarami sensora.

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze pod sensorem piezoelektrycznym znajduje si¢ N ele-
mentéw skonczonych?, e = 1,..., N, czyli dlugos¢ sensora wynosi L, = Zé\le L) tak
jak to przedstawiono na rys.8.2. Calka odksztalcenn osiowych elementéw pod sensorem

45) Przypomnijmy, ze na tej obserwacji bazuje klasyczna Metoda Przemieszczeni, ktéra przyjmuje
upraszczajace zalozenie osiowej niescisliwosci elementéw. Metoda ta daje zadowalajaco dokladne wyniki
dla ram, w ktérych liczba pretéw kratowych jest znaczgco mniejsza niz liczba pozostalych elementéw
pracujacych gléwnie w stanie zgigciowym.

46) W praktyce podziat konstrukeji na elementy skoriczone mozna latwo dostosowacé tak, aby ten postulat
byl spetniony.
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piezo-sensor
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Rys. 8.2. Elementy skoriczone z piezo-sensorem.

jest réwna:

Ly e=1.% e=1 el
Al 4O N e
-y 5 efde =Y LW =)" (u; e ) — Y, (8.8)
e=1 el e=1 e=1
natomiast catka krzywizny wynosi:
N N 1
K, = Ky(x)dxr = & (1) dr = /H(e) d
[ o) ;/ZU S5 [
Lp L = 1
N @ g N N i 1
= 7 / <%§e) + Xi@é‘) df = ZL(e) %ie) — Z (8026) . 9056)) — Spg ) o SOE ) (89)
e=l -1 e=1 e=1

W powyzszych rachunkach zastosowano definicje (3.50)-(3.52) oraz skorzystano z naste-
pujacych zaleznosci

u(ze) _ uge—’i-l) (pg) _ 90(f>+1) e=1,...,(N—1). (8.10)

Jak wida¢ rezultaty przeprowadzonego calkowania nie zalezg od ilosci elementéow pod
sensorem, a tylko od réznic pomiedzy obrotami i przemieszczeniami skrajnych weztéw.

Wyprowadzone do tej pory formuly dotyczg zaréwno statyki jak i dynamiki. Oczywi-
Scie w praktyce o wiele wigksze zastosowanie ma piezodiagnostyka propagacji fal sprezy-
stych w uktadach dynamicznych. W przypadku dynamiki wyprowadzone wzory zachowuja,
swg aktualno$é, przy czym wszystkie wystepujace w nich wielkodci opisujace odksztalce-
nia, przemieszczenia, czy tadunek elektryczny na piezo-senosrze sg teraz funkcjami czasu.
Zatem wzor (8.3), po uwzglednieniu dodatkowo (8.9) i (8.8), przyjmuje postac

Qo) = (&t + 3 7a(t)) = 0 [us™ (0) —ul (1) + 9 (AW ) = V1)) |, (1)

Propagacja fali podtuznej i gietnej jest rézna — fale te rozchodza sie z réznymi predko-
Sciami. Zwykle wigc odezyt na piezo-sensorze zalezy od odksztalceniowej funkcji przejscia
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tylko jednego rodzaju. Zatem w przypadku pomiaru tylko odksztatcen osiowych wyko-
rzystujemy nastepujacg wzoru

Qolt) = ep () = (8" (1) — V(1)) (8.12)

natomiast odczyt zmiennych w czasie odksztatcen krzywiznowych obliczamy wedtug for-

muty

Qn(t) = o = (1) = oy (5 (1) — " (1)), (8.13)

8.3. Zagadnienie identyfikacji defektow

8.3.1. Koncepcja identyfikacji defektéw oparta na analizie propagacji fali
sprezystej

Proponowane podejscie do problemu identyfikacji defektéw bazuje na zaprezentowa-
nej koncepcji piezodiagnostyki. Na konstrukcj¢ nalozona jest siatka sensoréw piezoelek-
trycznych, ktére odezytuja funkcje przejscia, a wiec pozwalajg na rejestracje propagacji
fali sprezystej wzbudzonej w uktadzie. Te same piezo-sensory moga réwniez stuzy¢ jako
piezo-aktywatory*”) precyzyjnie realizujgce wymuszenia w réznych miejscach konstrukeii,
dla sygnaléw o réznych postaciach, czestotliwosciach itd. Zauwazmy, ze zagadnienie (efek-
tywnego i oszczednego) rozmieszezenia piezo-sensoréw zalezy od wielu réznych czynnikéw
i stanowi problem sam w sobie — nie bedziemy si¢ wigc tutaj nim zajmowaé¢. W wielu
przypadkach jednak praktyczng powinna okazaé sie¢ siatka o dos¢ regularnej budowie.

Rozchodzenie si¢ fali sprezystej w konstrukeji zalezy od jej budowy, od jej czesto-
Sci 1 postaci drgan wlasnych, jak rowniez oczywiscie od postaci sygnatu wymuszajacego.
Zakladamy, ze znana jest funkcja wzbudzajaca fale*® . Analiza otrzymanych funkcji przej-
Scia powinna prowadzi¢ do okreslenia miejsca i przyblizonej intensywnoéci ewentualnych
defektéw.

Przyjmujemy prosty model uszkodzenia, uznajac, iz defekt jest tozsamy z obnize-
niem odpowiednich parametréw sztywnosci elementu konstrukeji. Parametry skojarzone
ze zmiang (obnizeniem) sztywnosci elementéw konstrukeji, w ktérych dopuszezamy moz-
liwos¢ wystapienia wykrywalnego defektu sktadaja sie na wektor defektéow, A = [)\s}.
W poprzednich rozdziatach pokazali$émy, ze istnieje jednoznaczny zwigzek pomiedzy zmia-
ng sztywnosci, a dystorsja wirtualna, zatem wplyw defektéw na konstrukcje mozna mo-
delowaé¢ dystorsjami nie zmieniajgc pierwotnego modelu konstrukeji.

Funkcja celu problemu identyfikacji zaleze¢ bedzie od réznicy pomiedzy funk-
cjami przejscia: do$wiadczalng oraz obliczong przy wykorzystaniu modelu MES. Parame-
trami sterujacymi bedg sktadowe wektora defektéw, Ag. Identyfikacja uszkodzen polegaé

47) Zwykle wzbudzenie w rzeczywistej konstrukeji dobrze rejestrowalnej fali sprezystej wymaga dostar-
czenia energii wigkszej niz ta, ktérg dysponujemy wykorzystujac naklejony piezoelektryk. Stosuje sie wigc
czesto specjalne piezo-aktywatory ze wzmocnieniem, badz tez aktywatory nie korzystajace z materialéow
piezoelektrycznych.

48) Wybér odpowiedniego sygnatu wzbudzajacego stanowi jeden z kluczowych probleméw dla zagadnie-
nia identyfikacji.
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bedzie na minimalizacji funkcji celu ze wzgledu na skladowe wektora defektow, przy czym
optymalizacja ta opieraé¢ si¢ bedzie na analitycznych formutach na gradient funkcji celu,
otrzymanych dzigki zastosowaniu MIDW.

8.3.2. Funkcja celu problemu identyfikacji

Funkcje celu problemu identyfikacji defektéw definiujemy jako $rednia, kwadratows,
miare z odlegtosci pomiedzy funkcjami przejscia otrzymanymi z eksperymentu przepro-
wadzonego na rzeczywistej konstrukeji oraz z obliczent wykonanych na modelu numerycz-
nym:

faeN) =3 S [falt.X) = fu®)]’. XeL (8.14)

W powyzszej formule };(t) oznacza wyniki uzyskane z eksperymentu (piezodiagnosty-
ka), natomiast f,(¢,A) to funkcje przejscia obliczane na podstawie modelu numerycz-
nego (algorytmy MES+MIDW). Ilosc tych funkcji zalezy od liczby sensoréw, na ktérych
odczytywane sg funkcje przejécia. Funkcje przejscia obliczane numerycznie zalezg od wek-
tora A = [A\] grupujacego parametry potencjalnych defektéw i stanowigcego w zwiagzku
z tym wektor parametréw funkcji celu. Na parametry te nalozone sg ograniczenia,
ktére wyznaczaja, zbor L, i ktére definiowaé zwykle bedziemy w nastepujacy sposob:

A=[\]EL <= A, € (Amin \max) (8.15)
przy czym czesto przyjmowaé mozemy
AR = (), AP = 1, (8.16)

na przyktad, gdy defekt modelujemy jako obnizenie modutu Younga dla materiatu ele-
mentu: 6

E S
Rozrézniamy przy tym dwa skrajne przypadki:

e )\, =0 — oznacza, iz w elemencie s defekt w ogéle nie wystepuje’”

e )\, =1 — oznacza, ze element ulegl na tyle powaznemu uszkodzeniu, ze nie moze juz
przenosi¢ zadnych naprezeni i zostal niejako catkowicie wyeliminowany z konstruk-
cji’?.

Funkcja identyfikacji (8.14) spelnia zalozenia podane w rozdziale 7 i jest prostym

przyktadem funkcji o postaci (7.4), przy czym sktadowe wektora zaleznego od chwilowych
stanéw konstrukeji definiujemy oczywiscie jako:

FEA) =3 [fult,X) = fu0)]. (8.18)

«

49) W praktyce brak defektu bedziemy utozsamiaé¢ z rezultatem A &~ 0, eliminujac w ten sposéb wplyw
bledéw metody i pomiaréw. Dokladne zdefiniowanie tego przyblizenia stanowi¢ bedzie oczywiscie istotny
problem, zalezny od konkretnej konstrukeji, wynikéw pomiaréw, branych pod uwage defektéw i strategii
ich identyfikacji.

50) Czasem bedzie mozna tak uznaé¢ dla \s ~ 1 (patrz poprzedni przypis), oczywiscie o ile nie powoduje
to zamiany konstrukcji w mechanizm.
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Gradient funkcji celu problemu identyfikacji ma zatem prosta postac:

leem = 222 Falt,X) = fult )}L‘éi)‘), (8.19)

skad wida¢, ze istote obliczen stanowi¢ bedzie wyznaczenie gradientu funkcji przejscia.
Potrzebne réwniez beda wartosci funkeji przejscia, ktére jednak mozna obliczy¢ prawie
bez dodatkowych kosztéw numerycznych w trakcie obliczania ich gradientu.

8.3.3. Algorytm identyfikacji defektéw

Algorytm identyfikacji ma postaé iteracyjna: w kolejnych iteracjach wyznacza sie¢ pew-
ng przyblizong warto$é wektora defektéw, ktéra w zasadzie powinna by¢ blizsza poszuki-
wanego rozwigzania, niz wartosci z iteracji wezesniejszych. Sposéb obliczania tej wartosci
opiera si¢ na tzw. metodzie “najwiekszego spadku”. Majac w i-tej iteracji wektor defektéw
(ktérego sktadowe sg réwniez parametrami funkeji celu) oraz obliczony dla niego gradient
funkgji celu, sktadowe wektora dla (i+ 1)-szej iteracji obliczamy wedtug formuty podobnej
do ponizszej:

O fident
O\

max | grad|

(A9)
AHD — A0 (8.20)
gdzie: max|grad| jest wielkodcig zalezng zwykle od maksymalnej wartosci z modutéw
wszystkich skladowych gradientu®" aflde““ ()\( )), natomiast A jest pewnym maltym przy-
rostem (jego wielkoscig réwniez mozna sterowaé, np. odpowiednio zmniejszajac w kolej-
nych iteracjach). Widaé¢ zatem, iz wektor defektéw jest zarazem wektorem parametréw
sterujgcych optymalizacjg funkcji celu. Ogdélny schemat kazdej iteracji jest nastepujacy:
e pobranie argumentu czyli wartosci wektora defektéw A (w pierwszej iteracji inicju-
jace wartosci na skltadowe wektora defektéw zwykle opisuja, brak uszkodzenia),
e obliczenie gradientu funkcji przejscia oraz jej wartosci w zadanym punkcie X prze-
strzeni parametréw (dzigki algorytmowi opartemu na MIDW),
e wykorzystanie obliczonych wielkosci do obliczenia gradientu funkcji celu,
e wykorzystanie obliczonego gradientu do wyznaczenia kolejnego przyblizenia (nowe-
go punktu A) — stosujac podejscie oparte na metodzie “najwigkszego spadku”,
e uwzglednienie ograniczen na parametry funkcji celu, czyli ewentualna modyfikacja
niektérych parametréw tak, aby: XA € L,
e sprawdzenie warunku na warto$¢ funkcji celu i (w zaleznosci od rezultatu) rozpo-
czecie nowej iteracji, badz ewentualne zakonczenie procesu.
Dodatkowo mozna stosowaé pewne strategie optymalizacyjne, zwigkszajace szybkosé
i poprawiajace zbiezno$¢, jak, np.: kontrolowane zarzgdzanie wektorem defektéw na ko-
lejnych krokach iteracji. W tym kontekscie mozna zaproponowaé dwie metody postepo-
wania:

51) Mozna réwniez przyjmowaé¢ maksymalng sposréd bezwzglednych wartoéci skltadowych z pierwszej
iteracji, gdzie gradienty powinny by¢ najwicksze.
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1. catkowita eliminacja tych sktadowych wektora defektow, ktére w dotychczasowych
iteracjach nie odbiegaly zbytnio od wartosci poczatkowych — uznajemy, ze w tych
lokalizacjach nie ma defektu i zmniejszamy liczbe sktadowych wektora A, a wiec ob-
nizamy wymiar przestrzeni parametréw funkcji celu (schodzimy do podprzestrzeni
o mniejszym wymiarze), sktadowe gradientu odpowiadajace tym lokalizacjg nie sg,
liczone,

2. przy obliczaniu gradientu kontrolowane przyjmowanie dla tych skladowych wartosci
poczatkowych, tj. opisujacych brak defektu, a wiec brak modyfikacji, co efektywnie
wykorzystuje algorytm obliczania gradientu funkcji przejscia (patrz paragraf 7.5.2)
— znajdujemy si¢ na pewnej hiper-ptaszczyznie, ale nadal w petnej przestrzeni wek-
tora defektéw (sg liczone wszystkie sktadowe gradientu i w razie potrzeby mozemy,
np., przej$¢ na inng, hiper-plaszcezyzne: prostopadly lub o innym wymiarze).

Mozna oczywiscie stosowaé obie strategie jednoczesnie (tzn. niektére ze sktadowych elimi-
nujemy calkowicie, dla innych za$ gradient obliczamy przyjmujac w kolejnych iteracjach
wartosci pierwotne, o ile odpowiadajace im skltadowe gradientu majg bezwzgledne warto-
$ci duzo mniejsze od modutéw pozostatych sktadowych).

8.4. Identyfikacja defektéw na przykladzie wspornika krato-

wego

Przeprowadzono test numeryczny algorytmu wrazliwosci MIDW w zadaniu identyfi-
kacji defektéw wspornika kratowego przedstawionego na rys. 8.3, skladajacego si¢ z ele-
mentow o identycznym materiale i przekroju. Przyjeto, ze kratownica jest wprowadzana
w drgania poprzez aktywatory umiejscowione na koricu wspornika (na elementach nr 39
i 40), generujace sinusoidalne wymuszenie o tym samym natezeniu, lecz o przeciwnych
fazach (rys.8.3). Na elementach nr21 i 22 umieszczone sg sensory rejestrujace zmiang
dhugosci tych pretéw (tj. funkcje przejscia w postaci odksztalceri podtuznych). Dla za-
danego wymuszenia funkcje przejscia wyznaczono numerycznie najpierw dla przypadku

odczyt
Z sensora

I J

A 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

4 v 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

—— - clement z defektem odczyt
Z sensora

Rys. 8.3. Wspornik kratowy.
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konstrukeji bez uszkodzeni, a pdézniej dla kratownicy “uszkodzonej” — zalozono, ze kilka
pretéw pasa gornego i dolnego ma defekt obnizajacy ich sztywnosé, co zamodelowano
przypisujac indywidualnie kazdemu z tych elementéw material o odpowiednio obnizo-
nym module Younga. Wielko$¢ przyjetych defektéw dla konkretnych elementéw podano
w tablicy 8.1, lokalizacje zaznaczono réwniez na rys. 8.3, natomiast funkcje przejécia “od-
czytane” z obu sensoréw przedstawiono na rys. 8.4.

TABLICA 8.1. Przyjete wartosci defektéw w pretach kratownicy.

numer elementu : e= 10 15 24 27 29 36
zmiana sztywnosei: iy = E5 = 08 | 0,7 | 06 | 06 | 07 | 05
wielko$¢ defektu : 1— 9 = | 20% | 30% | 40% | 40% | 30% | 50%

W postawionym zadaniu identyfikacji defektéow przyjeto, ze uszkodzen poszukujemy
tylko w elementach obu paséw kratownicy — z wyjatkiem elementow z aktywatorami —
a wiec w pretach o numerach od 1 do 38 (rys.8.3). Proces identyfikacji wykorzystywal
bazujacy na MIDW algorytm wrazliwosci sztywnos$ciowej ustroju dynamicznego i byt
prostg realizacjg metodologii opisanej w poprzednim paragrafie. W celach poréwnawczych
przeprowadzono wladciwie trzy niezalezne procesy:

1. identyfikacja korzystajaca z “odczytéw” z sensora na elemencie nr 21,

2. identyfikacja korzystajaca z “odczytéw” z sensora na elemencie nr 22,

3. identyfikacja wykorzystujaca réwnocze$nie funkcje przejscia uzyskane z obu tych

Sensorow.

W kazdym z powyzszych proceséw identyfikacji defektéw obliczenia przeprowadzono
w 16-tu iteracjach. Otrzymane wyniki zaprezentowano zbiorczo (w celu poréwnania) na
wykresach przedstawionych na rys. 8.5. Analiza tych wykreséw prowadzi do nastepujacych
spostrzezent i prostych wnioskéw®?:

e lepiej wypadta identyfikacja sensorem umieszczonym na elemencie nr 22 niz senso-

rem z elementu nr21 (z uwagi na symetrie konstrukeji, rozmieszczenia sensoréw
i sposobu wymuszenia, wida¢, ze tatwo mozna otrzymacé sytuacje odwrotna),

e najbardziej zadawalajace rezultaty sg oczywiscie w przypadku identyfikacji wy-
korzystujacej oba sensory, chociaz lokalizacja uszkodzenn pojedynczym sensorem
z elementu nr22 nie odbiega znacznie od tych wynikéw (zwlaszcza w przypadku
defektéw w pasie gérnym),

e identyfikacja defektéw (nawet w przypadku wykorzystania dwéch sensoréw) nie jest
calkowicie precyzyjna — zwykle na sasiednich elementach wykazywane sg falszywe
uszkodzenia o niewielkiej intensywnosci, natomiast w miejscach “rzeczywistej” lo-
kalizacji wykazywana jest zwykle nieco mniejsza intensywnos¢ uszkodzenia,

52) Szereg podobnych testéw numerycznych, jak réwniez opisany dalej eksperyment pozwolily wysnué
pewne ogdlne wnioski dotyczace prezentowanego podejscia do problemu identyfikacji uszkodzen. Znalezé
je mozna na koricu tego rozdzialu (patrz: podrozdzial 8.6).
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Rys. 8.4. Funkcje przejscia dla kratownicy bez defektéw oraz z odpowiednio zamodelowanymi

uszkodzeniami (tzw. “odczyty” z sensoréw na elementach nr21 i 22).
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Zidentyfikowane defekty w pretach paséw wspornika kratowego. Na kazdej po-

zycji odpowiadajacej elementowi z gérnego lub dolnego pasa kratownicy wykazano wielkosci

uszkodzen zidentyfikowane niezaleznie przez kazdy z trzech proceséw identyfikacji. Pokazano

réwniez “prawdziwe” wartosci zamodelowanych numerycznie defektéw.




8.4. IDENTYFIKACJA DEFEKTOW NA PRZYKLADZIE WSPORNIKA KRATOWEGO 143

Gorny pas kratownicy ; Pas dolny kratownicy

55% 40%

50%

Utrata 350

sztywno $ci 5% Utrata' _
R sztywno $ci o
W45%-50% | 40% 035%-40%
W 40%-45% B30%-35%
O35%-40% | 35% ) @25%-30% | 25%
msow-3s%| \ ‘ I\ W20%-25%
4

[25%-30%
W 20%-25%
015%-20%
010%-15%
W5%-10%

00%-5% | 150

J 015%-20%
25% 010%-15%
H5%-10%

20% mo%-5% | 15%

20%

Em

8

8

Wy

\§\\\!{II/ 0
]

[/

5@

8
g

NS
s

K

10%:

\\
'}} N\
——

I

)

10%

\}
/]
%

5%
(FFFHF T

[ e o
e N

R A A e o e 0%

Element

Rys. 8.6. Histogram procesu identyfikacji defektéw wspornika kratowego (identyfikacja z dwo-
ma sensorami).
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Rys. 8.7. Funkcja celu oraz skltadowe jej gradientu wyznaczone w kolejnych iteracjach procesu
identyfikacji defektéw wspornika kratowego. Przedstawiono trzy funkcje celu dla trzech nieza-
leznych identyfikacji: z sensorem na elemencie nr21, z sensorem na elemencie nr 22, oraz przy
wykorzystaniu obu tych sensoréw naraz. Natomiast skladowe gradientu funkcji celu dotycza
tylko procesu identyfikacji z dwoma sensorami. Wartosci na wykresach sg przeskalowane przez
odpowiednia dla nich maksymalng wartosé otrzymana w pierwszej iteracji.
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e uszkodzenia powodujace niewielkie, kilkuprocentowe obnizenie sztywnosci mogg by¢
— przy obecnosci defektéw o znacznie wigkszej intensywnosci — trudne do ziden-
tyfikowania (jako stabo rozréznialne od opisanego w poprzednim punkcie efektu
“rozmycia”).

Rysunek 8.6 prezentuje histogram identyfikacji defektéow wykorzystujacej funkcje
przejscia z obu sensoréw, natomiast na rys.8.7 pokazano (znormalizowane) wykresy
zmiennosci funkcji celu w kolejnych iteracjach dla wszystkich trzech proceséw identyfika-
¢ji. Na rysunku tym przedstawiono réwniez sktadowe gradientu funkcji celu wyznaczone
w kolejnych iteracjach identyfikacji z dwoma sensorami.

8.5. Identyfikacja defektéw w belce wspornikowej oparta na
funkcjach przej$cia uzyskanych doswiadczalnie

8.5.1. Opis eksperymentu®”

Celem doswiadczenia bylo uzyskanie odczytéw funkeji przejscia dla odpowiednio po-
budzonej do drgani sprezystej belki wpornikowej, przy czym mialy zostaé rozpatrzone dwa
przypadki:

1. konstrukcja pierwotna — tj. w zalozeniu bez defektu,

2. konstrukcja z odpowiednio spreparowanym uszkodzeniem symulujacym korozje.

Odpowiedz konstrukeji uzyskana w pierwszym przypadku ma w zalozeniu stuzyé gléw-
nie weryfikacji modelu numerycznego wspornika, natomiast funkcja przejscia otrzymana
dla przypadku belki uszkodzonej stanowi¢ bedzie podstawe dla — korzystajacego z tego
modelu — numerycznego algorytmu identyfikacji defektéw. Dobdr sygnatu wymuszajacego
drgania oraz wielko$¢ defektu powinny warunkowad istotng réznice pomiedzy obu odczy-
tanymi funkcjami, co jest warunkiem niezbednym dla powodzenia procesu identyfikacji.
Eksperyment zostal przeprowadzony na plaskiej aluminiowej beleczce wspornikowe;j
o dhugosci 922 mm i przekroju prostokatnym o wymiarach 20 mm x 5 mm. Moment bez-
wladnosci przekroju belki (w plaszczyZnie zginania) wynosi zatem
~ 20mm - (5bmm)?

J, =
12

Schemat belki przedstawiono na rys. 8.8. Przyjeto, ze modul Younga dla aluminium jest

~ 208 mm*.

réwny 65 780 MPa, natomiast cigzar wlasciwy wynosi 2710 kg/m?.

W odleglosci 191 mm od uwtierdzenia zamocowano na wsporniku piezo-aktywator®®
natomiast w odlegtosci 225,5mm od krawedzi swobodnego korica belki naklejono piezo-
sensor o dlugosci 25 mm. Piezo-aktywator i piezo-sensor zilustrowano na rys. 8.9, nato-
miast ich dokladne usytuowanie pokazano na schemacie 8.8.

Piezo-aktywator zostal przymocowany do belki za pomocs specjalnego sztywnego,
stalowego uchwytu, przy czym laczna masa catego wzbudnika (tj. piezo-aktywatora wraz

53) Eksperyment przeprowadzono w ramach projektu “Piezodiagnostics”, bedacego czescig V-go Pro-

gramu Ramowego UE. Pomiary wykonata A. Orlowska.
54) Zastosowano Amplified Piezo Actuator APA 100M firmy CEDRAT TECHNOLOGIES.
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Rys. 8.8. Aluminiowa belka wspornikowa.

(b)

Rys. 8.9. (a) Wzbudnik z piezo-aktywatorem. (b) Piezo-sensor.

z uchwytem) wyniosta 60g. Wzbudnik wywoltywal w belce fale gietng (odksztalcenia
zwigzane z propagacja fali podtuznej sg catkowicie pomijalne). Wymuszenie miato postaé
sygnatu sinusoidalnego (patrz dalej: rys.8.13, str. 149) o okresie ok.7,5ms, co oznacza
czestotliwodé ok. 130 Hz, a wiec (jak sprawdzono doswiadczalnie i potwierdzono nume-
rycznie) bliska, czwarte] czestodei drgani whasnych wspornika. Po tym czasie jednak sygnal
zanikal, natomiast catkowity czas analizy wynosit 24 ms. Wykonano pomiar funkcji przej-
Scia, ktory nalezy interpretowaé jako funkcje zmiany w czasie krzywizny belki w miejscu
naklejenia sensora. Pomiar powtarzano wielokrotnie, a wiarygodny rezultat stanowi $red-
nia arytmetyczna z wszystkich pomiaréw (rys.8.13, str. 149).

Przyjeto, ze defekt ma mieé charakter korozji, rozumiejac przez to, ze powinien
w istotny sposéb wpltywaé tylko na (lokalne) cechy sztywnosciowe i wytrzymalodciowe
konstrukcji, natomiast w pomijalnie malym stopniu wplywaé¢ na zmian¢ masy. Pomi-
jamy réwniez wplyw defektu na zmiane tlumienia, co jednak nie powinno wprowadzaé
dodatkowych probleméw w zwigzku z faktem, iz czas propagacji jest na tyle krétki, ze
uwzglednianie tlumienia w ogéle nie jest w ogdle istotne (co sprawdzono). Reasumu-
jac, dopuszczalne sg tylko uszkodzenia, ktérych powstanie oznacza, iz spetlnione sg dwa
nastepujace postulaty:

e wyrazne, lokalne obnizenie sztywnosci,

e brak istotnego ubytku masy.
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Uznano, iz symulacja uszkodzenia tego typu moze mie¢ postaé¢ regularnych, waskich na-
cie¢ umiejscowionych symetrycznie wzgledem osi gtéwnej, poprzecznie w dolnym i gérnym
licu belki® . Naciecia takie zmniejszaja, lokalnie efektywny przekréj belki, a zwlaszcza jego
moment bezwladno$ci, nie powodujac przy tym istotnego ubytku masy.

Zatem w odleglosci od 479 mm do 505 mm mierzgc od krawedzi swobodnego korica
wspornika — a wigc na dlugosci 26 mm — wykonano w poprzek belki przez calg jej szerokosé
12 par symetrycznych nacieé (kazde o szerokosci nie wigkszej niz 0,5mm i glebokosci
ok.0,5mm). Wyglad uszkodzenia oraz jego usytuowanie przedstawiono na rys. 8.101 8.11.

Rys. 8.10. Symulowany defekt.

belka aluminiowa

wzbudnik defekt .
| / | piezo-sensor
)\ 2 1
| e 3k
|
| |
L 197 26, 241 25, 213 L
7 A A 7
L 464 L 238 L
7 7 7

Rys. 8.11. Rozmiar i umiejscowienie defektu.

Sumaryczna gleboko$é naciecia dla kazdej pary wyniosta okoto 1 mm, a wiec mozna
uznaé, ze efektywna wysoko$é przekroju w tym miejscu zmniejszyla sie do ok.4 mm.
Oznacza to, ze moment bezwladnosci przekroju w miejscu uszkodzenia mozna szacowaé
jako réwny
20mm - (3 mm)?

12

co z kolei oznacza, ze lokalnie sztywnos¢ zgieciowa ulegla mniej wigcej polowicznemu
zmniejszeniu. Dla tak uszkodzonej belki ponownie wykonano pomiary otrzymujac funkcje

Jdef ~ 107mm* ~ 51% - J.,

55) W warunkach dogwiadczalnych zdecydowano sie na wykonanie nacie¢ symetrycznych po obu stro-
nach belki w celu zachowania symetrii efektywnego przekroju wzgledem osi zginania, czyli utrzymania
polozenia osi obojetnej. Nalezy jednak sadzié, ze powstanie defektu tylko po jednej stronie zaburzyloby
otrzymywane wyniki w sposéb nieporéwnywalnie mniejszy od bledéw pomiarowych.
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przejscia, ktéra w niewielki, ale istotny sposéb réznita si¢ od wyniku uzyskanego dla belki
nieuszkodzonej®® . Funkcje te przedstawiono na rys. 8.13 (str. 149).

8.5.2. Model numeryczny

Wykorzystany w doswiadczeniu wspornik jest konstrukcja, ktora ze wzgledu na swa
prostote jak réwniez cechy geometryczne (proporcje) oraz istote rozpatrywanego zagad-
nienia, moze i powinna by¢ modelowana przy wykorzystaniu dwuwymiarowych belkowych
elementéw skoriczonych. Bardziej skomplikowany model MES (np. wykorzystujacy ele-
menty tarczowe lub plytowe, czy tez precyzyjnie modelowany wzbudnik) jest niepotrzeb-
ny, gdyz otrzymane rezultaty beda z duza dokladnoscia odpowiadaé¢ wynikom uzyskanym
z modelu belkowego. Zastosowano zatem plaskie elementy ramowe, przy czym model
samej belki sktada si¢ z 61 elementow o dlugodci nieprzekraczajacej 19 mm, natomiast
wzbudnik z 8-miu (z czego 6 przypada na uchwyt, za$ 2 na piezo-aktywator). Przyjeta
dyskretyzacja zapewnia wystarczajaco dobra dystrybucje masy®” oraz dobrg realizacje
polaczert wzbudnik —belka. Schemat modelu MES wspornika zaprezetowano na rys. 8.12.

wzbudnik
elementy z sensorem
2,J313.2
% Waa O /7.
I
T 0 50 v e e o
®
¥ 12x13,5 223x1077, 254}8756 abxlz,; 15x14,2 ¥
5 162 _ 58 . 464 25, 213 .
7 7 7 1 A 7
' 922 '

Rys. 8.12. Model MES wspornika.

Elementy nr45 i 46 zamodelowano tak, aby pokrywaly si¢ z lokalizacjg 25 milimetro-
wego sensora. Odczyt na sensorze opisuje sumaryczng zmiang krzywizny tego fragmentu
belki. Zgodnie ze wzorem (8.13) jest on proporcjonalny do réznicy pomiedzy obrotami
skrajnych weztow, a wiec:

Qo) ~ W5V (t) — 1™ (1).

Stalg tej proporcjonalnosci nie okreslaliémy deterministycznie (tj. z obliczenia ¢, y,,), lecz
wyznaczyliémy z poréwnania funkeji przejscia, obliczonej dla modelu MES (ktéra nb.
stanowi¢ bedzie punkt startowy identyfikacji), z funkcjg otrzymang doswiadczalnie przed
uszkodzeniem (nacigciem) belki. Obliczenia wspélezynnika skalujacego opieraly sie na
minimalizacji r6znicy pomiedzy wartosciami obu funkcji w kolejnych chwilach dyskretne;j

56) Niestety pojawil sie problem nieuzasadnionego przeskalowania pézniejszych odezytéw, wynikajacego
ze zmiany (wraz z uplywem czasu) wlasciwosci zywicy, ktéra wykorzystano do przyklejenia sensora.

57) Zwlaszcza, ze w analizie dynamicznej wykorzystywana bedzie konsystentna (a nie diagonalna) ma-
cierz bezwladnosci.
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przestrzeni czasowej. Zauwazmy, ze (z uwagi na liniows zalezno$¢ funkcji przejscia od
obcigzert dynamicznych) wyznaczenie w ten sposéb jednego wspélezynnika skalujgcego
zwolnito nas z koniecznosci weryfikowania nie tylko charakterystyki piezo-sensora, ale
réwniez natezenia (maksymalnej amplitudy) sity oddzialywania piezo-aktywatora.

8.5.3. Identyfikacja

Rysunek 8.13 prezentuje funkcje przejscia otrzymane z eksperymentu dla przypadkéw:
konstrukcji poczatkowej (tj. nieuszkodzonej) oraz konstrukeji z defektem, jak réwniez
funkcje przejscia obliczone na modelu numerycznym:

e dla modelu poczagtkowego, stanowigcego inicjujacy punkt dla procesu identyfikacji,

oraz

e dla modelu, w ktérym uwzgledniono zidentyfikowane uszkodzenia (po zakonczeniu
procesu identyfikacji).

Nalezy zauwazy¢, ze numeryczna funkcja przejscia uzyskana z modelu, w ktérym uwzgled-
niono zidentyfikowane defekty, dazy do funkcji przejscia, ktérg otrzymano z do$wiadczenia
przeprowadzonego na (rozmyslnie) uszkodzonym wsporniku. Na rys. 8.13 przedstawiono
rowniez posta¢ sygnalu wymuszajacego.

Identyfikacje przeprowadzono wykorzystujac oprogramowanie MES+MDW®) stworzone
od podstaw w jezyku Java. Zalozono, ze ewentualne, identyfikowalne defekty moga wy-
stepowac jedynie na fragmencie wspornika pomiedzy wzbudnikiem, a sensorem. Fragment
ten zamodelowano za pomocg 25-ciu belkowych elementéw skoriczonych o jednakowej
dhugosci 18,56 mm (elementy nr20-44, rys.8.12). Proces identyfikacji miat 16 iteracji.
Rezultaty zamieszczono na rys. 8.14, gdzie zaznaczono réwniez polozenie rzeczywistego
defektu, ktéry pokrywa caly element 31 i mniej niz polowe elementu 30. Histogram pro-
cesu identyfikacji prezentuje rys.8.15, natomiast na rys.8.16 pokazano (unormowane)
wartosci funkcji celu oraz sktadowych jej gradientu dla kolejnych iteracji procesu identy-
fikacji uszkodzen.

Otrzymane w wyniku identyfikacji rezultaty sg “rozmyte” na 8 elementéw z maksy-
malnymi wykazanymi uszkodzeniami przypadajacymi na elementy pokrywajace si¢ z lo-
kalizacjg rzeczywistego defektu (rys. 8.14). Powodem tego jest fakt, iz dla sygnalu wymu-
szajacego o przyjetej czestosci, wykres funkeji celu jest wzglednie bardzo “plaski” w dosé
duzym obszarze stanowigcym sasiedzctwo rozwigzania doktadnego: sprawdzono, ze funk-
cja przejécia dla modelu z defektem na 8-miu elementach w znikomym stopniu rézni sig¢
od funkcji przejscia otrzymanej dla modelu z defektem o odpowiednio wigkszej intensyw-

58) Program jest obiektows realizacjg MES dla mechaniki konstrukeji. Jeden z podpakietéw programu
stanowig klasy przeznaczone dla MDW (w tym MIDW). Oprécz standardowych klas jezyka Java wyko-
rzystane zostala biblioteka numeryczna Colt — an Open Source Library for High Performance Scientific
and Technical Computing in Java (http://cern.ch/hoschek/colt), pozwalajaca na bardzo efektyw-
ne programowanie z wykorzystaniem tablic wielowymiarowych (multidimensional arrays). Bez zadnych
dodatkowych zabiegéw program moze by¢ wykorzystywany z poziomu programu MATLAB, w ktérym
dopisano procedury zwigzane z aspektem wizualnym (wizualizacja modelu konstrukeji, w tym konstrukeji
odksztalconej, animacja drgani itp.).
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Rys. 8.13. Funkcje przejscia oraz sygnal wymuszajacy.
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Rys. 8.14. Zidentyfikowane defekty.
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Rys. 8.16. Wartosci funkcji celu oraz skladowe jej gradientu wyznaczone w kolejnych ite-

racjach procesu identyfikacji defektéw (wartosci sg przeskalowane przez warto$é maksymalng
otrzymang w pierwszej iteracji).
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nosci, ale roztozonym np. tylko na czterech, trzech czy wreszcie tylko dwéch elementach
(tu przyjmowano intensywnosé¢ defektu 50% na elemencie 31 i nieco mniejszg na elemen-
cie 30). Réznice pomigdzy tymi funkcjami sa prawie niezauwazalne i o wiele mniejsze
niz réznica wzgledem do$wiadczalnych funkcji przejécia obarczonych przeciez istotnymi
bledami pomiarowymi (wynikajacymi gtéwnie z zastosowania nieodpowiedniego $rodka
do przyklejenia sensora).

8.6. Wnioski

Gléwny problem identyfikacji defektéw opartej na gradientowej analizie zmiany pro-
pagacji fali sprezystej polega na skomplikowanej, nieregularnej postaci funkeji celu (zdefi-
niowanej w tym rozdziale), ktéra posiada lokalne minima, “plaskie obszary” itp. Posta¢ ta
zalezy (oprécz sposobu uszkodzenia konstrukeji) od wielu czynnikéw takich jak rozmiesz-
czenie sensoréw, czy postaé¢ sygnalu wzbudzajacego. Z tego powodu niezbedne staje sie
zastosowanie strategii wspomagajacych. Przeprowadzone testy numeryczne oraz opisany
powyzej eksperyment potwierdzaja te konstatacje i pozwalajg sformutowaé przedstawione
ponizej wnioski dotyczace zaprezentowanego podejscia do problemu identyfikacji uszko-
dzen i pomocne w opracowaniu bardziej zaawansowanych strategii identyfikacji.

e Szanse identyfikacji ogromnie zalezg od postaci sygnalu wymuszajacego. Sygnal po-
winien wzbudzaé¢ drgania zwigzane z szerokim spektrum czestosci wtasnych ustroju,
gdyz rézne defekty (i ich kombinacje) modyfikujg w istotny sposéb wiele réznych
czestosci wlasnych uktadu.

e Wielko$¢ mozliwych do zidentyfikowania defektéw silnie zalezy od przyjetego spek-
trum czestotliwosci sygnalu wymuszajacego, ktore z zasady nie powinny by¢ zbyt
niskie. Jest tak dlatego, ze male, lokalne defekty wplywaja na wyzsze czestosci
wlasne konstrukcji.

e Podejscie oparte na analizie jednoczesnie kilku (kilkunastu) funkeji przejscia otrzy-
manych dla sygnaléw wymuszajacych o réznych czestosciach (przeczesywanie cze-
stotliwosci) z pewnoscig zwigkszy szanse i dokladno$é procesu identyfikacji i jest
latwe do zrealizowania.

e Na podobnej zasadzie szanse identyfikacji wzrosna, gdy bedziemy stosowaé¢ odpo-
wiednio modelowane sygnaly wymuszajace (np. w postaci liniowej kombinacji wielu
funkcji sinus o okresach odpowiadajgcych réznym czestosciom wlasnym konstrukeji
itd.). Posta¢ wymuszenia powinna wzbudzaé¢ drgania ukladu zwigzane z szerokim
spektrum jego czestosci wiasnych.

e Zwigkszenie liczby sensorow jest niezbedne dla bardziej rozleglych konstrukeji. Wia-
ze si¢ z tym réwniez istotne zagadnienie efektywnej lokalizacji sensoréw.

e Uszkodzenia mogg zosta¢ w miar¢ poprawnie zlokalizowane nawet przy znacznych
btedach pomiarowych, o ile bledy te dotycza gléwnie amplitudy funkcji przejscia,
a nie jej widma.



ROZDZIAL

Podsumowanie

9.1. Wnioski koncowe

e Stanowigca gtéwny temat pracy oryginalna Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtual-
nych jest wynikiem zastosowania metody impulsowej funkcji przejécia do koncepcji
dystorsji wirtualnych (znanej z wielu zastosowari w statyce).

e Dystorsje wirtualne w MIDW sg funkcjami zaleznymi od czasu i jako takie stuzg
do modelowania modyfikacji parametréw sztywnosciowych konstrukcji obcigzone;j
dynamicznie, przy czym pierwotny model ustroju nie ulega zmianie.

e Nie przedstawiono natomiast mozliwosci dystorsyjnego modelowania zmian masy,
co z pewnoscig, stanowi istotne ograniczenie. Nie zajmowano si¢ rowniez modelowa-
niem zmian tlumienia, z uwagi na trudnosci w modelowaniu juz samego zjawiska
thumienia oraz fakt, ze w przypadku probleméw, w ktérych mozna stosowaé¢ MIDW
zwykle nie bedzie ono odgrywalo istotnej roli (ze wzgledu na koszty numeryczne,
dla MIDW sugerowany jest raczej krétki czas analizy dynamicznej).

e MIDW mozna stosowaé do modelowania defektéw w konstrukcjach pretowych, gdzie
rysy i pekniecia zmniejszaja efektywne pole przekroju elementu obnizajac tym sa-
mym jego sztywnos¢ konstrukcyjng, a nie zmieniaja w istotny sposob jego masy.

e Mozna ja réwniez wykorzystywa¢ do modelowania korozji, zwlaszcza w poczatko-
wym stadium rozwoju, gdy nie nastapil jeszcze istotny ubytek masy.

e Omoéwiona idea identyfikacji defektéw oparta na MIDW powinna wykorzystywaé
rowniez dodatkowe, zaawansowane techniki wspomagajace. Strategie te mozna
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oprze¢ na wykorzystaniu w jednym procesie identyfikacji calej gamy funkcji przej-
Scia otrzymanych dla wielu odpowiednio dobranych i modelowanych sygnatéw
wzbudzajacych.

9.2. Oryginalne koncepcje oraz osiagniecia pracy

e Samodzielnie opracowano zagadnienie i algorytmy metod dystorsyjnych dla kon-
strukeji skladajacej sie z dowolnych elementéw skoriczonych (szczegétowo rozpa-
trujac przy tym przypadek elementu skoriczonego ramy plaskiej). Podano przepis
realizacji aspektu dystorsyjnego w dowolnym elemencie skoriczonym, mozliwiajacy
korzystanie z wypracowanych, ogélnych procedur dystorsyjnych. Usystematyzowano
terminologie i opis zagadnienia dystorsji wirtualnych w ustrojach dyskretnych MES,
wprowadzajac pojecia lokalizacji dystorsyjnej i zbioru lokalizacji dystorsyjnych, ko-
rzystajac z definicji liniowej funkcji odpowiedzi, wprowadzajac rozréznienie na od-
ksztalceniows, i ogdélng macierz wptywu (z uwypukleniem ich rdl).

e Wprowadzono i efektywnie oprogramowano prostg i do$¢ oczywista, ale bardzo
istotng koncepcje polegajaca na postugiwaniu si¢ dwoma niezaleznymi, choé¢ jedno-
znacznie skorelowanymi wielkosciami: wektorem modyfikacji parametréow konstruk-
cyjnych oraz wektorem zmiany sztywnosci konstrukeji, co jest wygodniejsze i uta-
twilo abstrakcyjng (tj. ogélna, niezalezng od elementu skoriczonego) realizacje algo-
rytméw dystorsyjnych, dostarczajac przy tym dodatkowych mozliwosci (np. bardzo
naturalna realizacja koncepcji modelowania zbioru elementéw).

e Opracowano oryginalng Metode Impulsowych Dystorsji Wirtualnych pozwalajaca
na stosowanie metod dystorsyjnych w zagadnieniach dynamiki dyskretnych uktadéw
liniowych. Zdefiniowano pojecia impulsu dystorsji wirtualnej, dystorsji dynamicznej
oraz impulsowej macierzy wptywu. W ramach prac nad MIDW miedzy innymi:

— opracowano algorytm obliczania impulsowej macierzy wptywu stanowiacej fun-
dament dla pozostatych obliczen,

— wyprowadzono réwnania pozwalajace na efektywne obliczanie dystorsji dyna-
micznych modelujacych modyfikacje sztywnosciows, ustroju pod obcigzeniem
dynamicznym.

e Na bazie MIDW sformulowano ide¢ wykorzystania zaleznych od czasu funkcji dys-
torsji wirtualnych (tj. dystorsji dynamicznych) dla analizy wrazliwosci sztywnoscio-
wej liniowego ustroju dynamicznego.

e Skonstruowano algorytm gradientowej analizy funkcji przejécia oraz (wykorzystu-
jac pewne szczegdlne whasnosci) wprowadzono usprawnienia optymalizacyjne, ktére
w istotny sposob zwieckszajg efektywnos$é przeprowadzanych obliczen. Pokazano, ze
istote obliczen stanowi gradient dystorsji dynamicznych.

e Okreslono klase funkeji celu bazujacych na zaleznosci pomiedzy funkcjg przejscia,
a parametrami sztywnos$ciowymi konstrukecji. Wykazano, ze wyznaczenie gradientu
funkcji celu, spelniajacej podane postulaty, polega w zasadzie na obliczeniu analo-
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gicznego gradientu odpowiedniej funkeji przejécia (wykorzystujac wspomniany al-
gorytm).

Stworzono od podstaw (w jezyku Java) efektywna, obiektowo-zorientowana im-
plementacje opracowanych metod i algorytméw opartg na (napisanym w tym ce-
lu) obiektowym programie MES dla mechaniki konstrukcji. Z pewnoscig, po raz
pierwszy zrealizowano w pelni obiektowe ujecie metod dystorsyjnych — zaréwno
statycznej, jak i impulsowej. Cale oprogramowanie mozna bardzo efektywnie i wy-
godnie wykorzystywaé¢ w popularnym i uznanym programie MATLAB, gdzie m.in.
dopisano procedury zwigzane z wizualizacjg konstrukeji, animacjg drgan dynamicz-
nych itp.

Wykorzystano opracowane algorytmy w zagadnieniu identyfikacji defektéw mode-
lowanych jako lokalna utrata sztywnosci konstrukcji. Stworzone oprogramowanie
wykorzystano w tym celu do analizy spowodowanego defektem zaburzenia propa-
gacji fali sprezyste;j.

Pierwsze siedem rozdzialéw pracy stanowi sp6jng monografie dotyczaca algorytméow
i idei, ktére sg fundamentalne dla Metody Dystorsji Wirtualnych i Metody Impul-
sowych Dystorsji Wirtualnych. W cytowanych publikacjach mozna znalezé wiele
realizacji i pomystéw zastosowarn MDW.
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